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KINEMATIKA OSSZEFOGLALO

Egy pont helyzetét, sebességét, gyorsuldsat mindig valamihez képest adhatjuk meg. Eszerint
megkilonboztetlink

a) allo (mas szdval inercia) koordinatarendszert. Az ebben meért kinematikai mennyiségeket
»abszolut” jelzovel illetjiik Hallgatolagosan a kinematikai jellemzdket az allo csillagokhoz
képest adjuk meg. Allo6 (inercia rendszerben) az F=ma torvény teljesul.

b) mozgo koordinatarendszert. Sok esetben a mozgasok leirasa sokkal egyszer(ibb a mozgo
(értsd: valamelyik testtel egylittmozgo) koordinatarendszerben. Az ebben mért kinematikai
mennyiségeket ,,relativ’”’ jelzovel illetjiik. Példaul egy pont relativ sebességérol beszéliink.

A mozgd koordinatarendszer mozgéasanak ,gyorsasagat” az all6 koordindtarendszerben
adhatjuk meg a ,,szallitd” sebesség, illetve gyorsulas fogalmaval.

Szallitd sebesség alatt a mozgd koordinatarendszer azon pontjanak (abszolut) sebességét
értjik, amellyel a vizsgalt pont éppen fedésben van. (Képzeljik el, hogy a mozgo
&-n koordinatarendszerrel egyitt mozog egy (kék) lap. A szallito sebesség tehat a kék lap P-
vel fedésben 1évé P’ pontjanak sebessége)
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Pabsz

Egy P pont all6- és mozgd koordinatarendszerben mért sebességei kozott a kovetkezd
vektorikus dsszefliggés all fenn:
v =V | + VP rel

P absz P szl

Ugyanannak a mozgasnak a vizsgalata tehat allo és mozgo koordinatarendszerben egyarant
lehetséges, a koordinatarendszerek koordinatai megfeleld szabalyok betartdsaval egymasba
atszdmithatok. A kovetkezOkben ezzel a kérdéskorrel foglalkozunk.

Példa
Egy kettés inga az AB és BP rudakbol all. Az inga A pontjat vizszintesen va sebességgel
mozgatjuk. Hatarozzuk meg a kettds inga P pontjanak abszolut sebességét!
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Vo szalln
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A Vo szai12

Vb szl

Az inga BP tagjanak mozgéasit az AB taghoz rogzitett &-n mozgd koordindtarendszerben
vizsgaljuk, & elfordulasi szogét is ahhoz képest adjuk meg. A mozgd koordinatarendszer
origdja vizszintesen va sebesseggel halad, a koordinatarendszer ezen kivil ¢ pillanatnyi
szogsebességgel forgd mozgast is végez az A pont korll (forgo+haladé mozgas). A mozgd
koordinatarendszerben helyet foglald (piros) megfigyel6 gy latja, hogy a P pont a B pont
korill kérpalyan mozog & pillanatnyi szogsebességgel, illetve v, ., = rd.relativ sebességgel.

(A relativ sz azt jelenti, hogy a mozg6 koordinatarendszerhez észlelt sebességrdl van sz6)
Az all6 x-y koordinatarendszerben helyet foglalé masik megfigyelé tobb dolgot is észlel:
egyrészt latja a mozgd koordinatarendszer kinematikai jellemz6ik (va €s ¢), valamint a P
pont abszol(t sebességét is.

A szallité sebesség, vagyis a mozg6 koordinatarendszer azon pontjanak abszolUt sebessege,
amellyel a P pont az adott pillanatban fedésben van, két részbdl tevodik Gssze: egyrészt a &-n
koordinatarendszer 6sszes pontja va sebességgel halad, mésrészt a P-vel fedésben 1év6 pont a
koordinatarendszer A-pont korili forgasa kdvetkeztében R¢ sebességgel is rendelkezik.

A P pont all6 koordinatarendszerben észlelt vp abszolut sebessegét a v
vektoregyenlet alapjan szerkesztettiik meg.

= VP szall + VP rel

P absz

Gyorsulas
A P pont abszolut gyorsulasa az alabbi dsszefliggéssel hatarozhaté meg:

aP = aP szall + aP rel + aP Cor

Itt a szallitd gyorsulas harom vektor dsszege:
Apuu o - @ MOzgo koordinatarendszer A pontjanak gyorsulésa

ap gan ¢ = RO érintdiranyn szallitdgyorsulas

p g n = RO : normalirany( szallitogyorsulas
A relativ gyorsulas két vektor 6sszege:

p o, = IO : érintdiranyu relativ gyorsulas

ap o, = I8%: normélirdnyu relativ gyorsulés

Coriolis-gyorsulas
Abban az esetben, amikor a ¢ sz6gsebességgel forgdo mozgo koordinatarendszerben a vizsgalt

P pontnak relativ sebessége is van, a gyorsulasokat ki kell egésziteni a Coriolis-taggal is:
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KINETIKA OSSZEFOGLALO

Cél: arendszer (szabalyozott szakasz, processz) mozgasegyenletének, atviteli fliggvényének
felirasa. Ennek hianyaban tudatos tervezeés, szimulacié nem képzelhet6 el.

A mozgasegyenlet felirasara alapvetden két modszer terjedt el.
a) Newton-Euler médszer

Elemi fizikai ismereteken alapul, bar magabiztosan kell kezelni a relativ. mozgas
kinetikdjanak szabalyait. A merev és rugalmas részekbdl allé rendszert kiilonallo testekre
bontjuk, mikdzben az elhagyott testek hatisat kényszererdkkel potoljuk. Az eredményiil
kapott modell ,,free-body diagram” néven ismert az angolszasz irodalomban. Az egyes
testekre felirva az impulzus és/vagy perdulettételt, differencialegyenlet-rendszert kapunk.

A modszer elvi alapjai konnyen érthetdk, de az egyenletek felirasa kozben kiilondsen kell
igyelni az eldjelekre. Sok testbdl allo rendszer esetében az egyenletrendszer megoldasa
nehézkes. Plusz szolgéltatasa a modszernek, hogy a testek kozott hatdo kényszererdk is
kiadodnak.

b) Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenlet

A rendszer energetikai viszonyaibol kiindulva szarmaztatja a mozgasegyenleteket. Sok testbol
allo rendszer esetében egyszeriibb, mint az Euler-Newton modszer. Az el6jelek nem jatszanak
szerepet, ezért kisebb a tévesztés lehetdsége. A kényszererdket ezzel a modszerrel nem tudjuk
meghatarozni.

A rendszer jellemzésére (helyzetének, allapotdnak megadasara) annyi fuggetlen altalanos
koordinatat kell valasztanunk, amennyi a rendszer szabadsagfoka. Altalanos koordinata lehet
példaul elmozdulas, elfordulds, toltés, stb. Egy n-szabadsagfokd rendszer minden egyes i
1<i<n altaldnos koordinatdjara felirhat6 a



AT _Qni

alaku Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenlet, igy ,,n” darab differencialegyenletet nyerink.
Az egyenletben

E a rendszer eredd kinetikus energija (% mv?, %(90)2 ,% Li?, sth. tagok Gsszege)

ot | 1 1 .
U a rendszer eredd potencialis energija (ECAXZ , EctAq)2 , ECAUZ , sth. tagok dsszege)
Qni  az i-dik nemkonzervativ altalanos erd (gerjeszté erd, csillapitd erd). Szamitasa a
virtualis munka elve alapjan torténik:

oW
Qni = Za

Néhany egyszeri példan mutatjuk be a két moddszer alkalmazasat. Az ide vonatkozo
mechanikai ismereteket ismertnek tételezziik fel.

Példa

Az é4bran lathat6, a vizszintes sikban mozgd egyszeri mechanikai rendszer koncentralt
tomegbdl, rugobol és csillapitobol all. A rendszert Fy erd gerjeszti. Irjuk fel a rendszer
mozgasegyenletét kis rezgések esetén!

A

A feladatot neheziti, hogy a rugd, a csillapité és az er0 hatasvonala sem esik egybe a
tdmegpont mozgasiranyaval. A rendszer egy szabadsagfokl, ezért valaszuk altalanos
koordinatanak a kar elfordulési szogét: q=¢. A rendszer mozgasi energiaja

E =2 m(Ro)’
A rendszer potencialis energiajat a rugd tarolja. Nagysaganak szamitasakor a &¢ rugoiranyu

elmozdulést kell szamitasha venni!

1 2 1 2
U=-c¢5." ==c(Ropcosa
;00 =5 (Re )



Az altalanos er6k szamitasakor a nem potencialos erék jonnek szamitasba: a csillapito es a
gerjesztd erd. A csillapitd erébdl szarmazo altalanos erdt hatdrozzuk meg elészor. Ugyeljiink
arra, hogy a csillapito erd a ok elmozduléssal ellentétes értelmii, ezért munkéja negativ!

Qe =W, =% (kv 8,) = (-kRcos-RocosP) = —kR” cos* -
dep do = " do ——p—

k Sk
A gerjesztéerdbdl szarmazo altalanos erd szamitasa a kovetkezo:

d

d d
Q. = @WF = @(FQSF) = %FQR(pcow = F,Rcosy



A Lagrange-egyenletben szerepld tagok a kdvetkezok:

9 _ Rz

dt o¢

N _ R? cos? o
o

A Lagrange-egyenletbe helyettesitve
MR2$ +cR? cos” a.- ¢ = —kR? cos” B- ¢+ F,R cosy
Atrendezés és egyszertisités utdn a mozgasegyenlet a kovetkezd alakot olti:
MR + kR cos® B- ¢+ CR cos” a- ¢ = F, cosy

Példa

Az M:1 nyomatékkal hajtott, Ji tehetetlenségi nyomatéki motor rovid, merev tengelyére
rogzitett r» gordiilokor-sugart fogaskerék hajtja az rz sugart fogaskereket. A fogazatot
tokéletesen merevnek tekintjuk. A nagyobbik fogaskerék egy hosszu, ezért nem tokéletesen
merev tengellyel hajtja a J4 tehetetlenségi nyomatéka forgorészt. A hajtott forgdrész mozgésat
Kt egyutthatoji, szogsebesség-aranyos csillapitd korlatozza. Csupan a rendszer forgasi
szabadsagfokat (torzids rezgéseit) vizsgaljuk. Feladatunk a rendszer mozgasegyenlet-
rendszerének felirasa.

3y 0,

I3 0



a) Newton-Euler médszer

A feladat nagyon egyszerli, mert a hajtaslanc tomegei allo tengely koriili forgdé mozgast
végeznek. A Mechatronika alapjai 1l-ben foglalkoztunk a hajtasrendszer elemeinek
redukcigjaval. A mostani feladatndl azonban ezt nem alkalmazhatjuk, mivel a tengely
rugalmassaga a modszer alkalmazéasat nem teszi lehetové. A hajtaslancot ezért kiilonallo
részekre kell bontanunk és kulon-kulon kell felirni azok mozgasegyenleteit.

|\/|1 \(Pz ' P,
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t Ft .
\ P
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—
C‘(@y Ct((PAj_(P3)

A rendszer elemeinek free-body diagramjain csupan a torziés mozgas szempontjabol szerepet
jatszd erdket ¢€s nyomatékokat tintettiik fel, a feladat szempontjabol kozombos
kényszererdkkel és foger6-komponensekkel nem bonyolitottuk az abrat.

Egy merev testnek vehetjik (6sszevonhatjuk) a motor forgdrészeét és a kisebbik fogaskereket,
mivel azokat végtelen merevnek tekinthetd (vagyon révid) tengely kapcsolja 6ssze Az 1. test

mozgasegyenlete az allo tengelyre vonatkoz6 Z M, =J¢ perduilet-tétellel kaphato:
M, -Fr, = (‘]l +‘]2)¢)2

A 2. kuloén vizsgélt test a nagyobbik fogaskerék. Ezt most nem lehet dsszevonni a hajtott
forgorésszel, mivel az Oket dsszekapcsold tengely hosszu és ezért nem tekintheté merevnek
Mint tudjuk, csak merev testeket szabad Osszevonni! A nagyobbik fogaskereket terheld
erérendszerrel kapcsolatban Ugyeljiink arra, hogy az F: keriileti er6 azonos nagysagu, de
ellentétes értelmii, mint a kisebbik fogaskerékre hatd keriileti er6 (hatas-ellenhatas axiomal).
A fogaskerékre a tengely elcsavarodasaval aranyos C, (¢, —@,)csavard nyomaték is hat.

(Amennyiben ¢, > @,, ugy az elcsavarodott tengely @4 iranyaba kényszeriti a fogaskereket,

vagyis az abran jelolt iranyl nyomatékot fejti ki a nagyobbik fogaskerékre). A nagyobbik
fogaskerék mozgasegyenlete igy a kovetkezo:

Firs +C (0, — 03) = ;04

A hajtott forgorészre az elcsavarodott tengely a hatas-ellenhatas elv ertelmében azonos
nagysagu, de ellentétes értelmii nyomatékot fejt ki. A mozgasegyenlet a kdvetkezo:

—Ci(o, —9;) - K9, =J,0,

Mivel a kényszer- és kapcsolo er6kre nem vagyunk kivancsiak, ezért fejezzik ki F-t az elso
egyenletbdl és helyettesitsiik a masodikba. Ekkor a :



N C
M, -, +J, +i_23)(P2 +Tt((P4 _%) =0
.o . (PZ _
J,0, +Kp, +C (o, _T) =0

csatolt differencidlegyenlet-rendszert kapjuk. Adott Ma(t) nyomaték lefutasra @a(t) és @a(t)
fuggvények numerikusan meghatérozhatok. Amennyiben viszont @a4(t) lefutasat irjuk eld, gy
a hajté nyomaték sziikséges értékének idobeli alakulasat szamithatjuk ki.

b) Lagrange mddszer
A rendszer helyzete a @2 €és @4 elfordulasokkal egyértelmiien jellemezhetd, ezért legyenek az
altalanos koordinatak gi=2 és qo=a4. VVektorosan q=[¢2 ¢4]".
A mozgasegyenletek szarmaztatdsdhoz sziikségiink van a rendszer mozgasi energidjanak
kifejezésére, mely forgd mozgas esetén a ,,forgasi energia”:
1 Jav.o 1.,
E= E(‘]l +J, +i_§)(|)§ +E‘]4(P421
A rendszer potencialis energidja a tengelyben, mint torzids rugéban téarolt energia:
1 P
U==C\(p, - 22)°
2 I
——
P3

Képezzik a sziikséges derivaltakat:

oE N
@Z(Jﬁf\]z +i_23)q)2
d oE J
— =, +J, + =)
dt o0, (J,+J, iz)(Pz
OE

—J
56, 4Py
E oE i
dtop, 4%
oU 1 [0}
N lco P2
59, I t((P4 I)
ouJ
P t((P4_&)
0Q,

A nem Konzervativ altalanos erdket a kovetkez6 moddon szamitjuk (Munka derivaltja az
altalanos koordinata szerint. Itt munka=nyomaték*elfordulas, mivel forgdé mozgast végzo
rendszerrdl van sz9):



Q, =—My,)+—(-Kp,0,) =M,
d(P d(PZ nyomaték

Q,=—M9,)+—(-K,p,0,) =-K,p,
d(P d(P4

nyomaték

A q1=¢2 altalanos koordinatara felirt Lagrange egyenlet a kovetkezo:

d ocE, OE 0dU
—C )+ —=M,
dt op,” oo, O,

NI 1
(J, +J, +i_§)(P2 _?Ct(q)4 _%) =M,

A q2=04 &ltalanos koordinatara felirt Lagrange egyenlet a kovetkez6:

d A oE OE oU .
— () ———+—=-K9,
dt op,” oo, O,

3,0, +C (o, _&) =

_Kt¢4

A kapott mozgasegyenlet-rendszer tokéletesen megegezik a Newton-Euler modszerrel nyert
eredménnyel.

Megjegyzés

Az altalanos er6k (nyomatékok) szamitasa a késébb ismertetésre keriilé Jacobi-matrixszal is
lehetséges:

A Jacobi-matrix

10
J=
0 1
10 M, M,
Qu=IM= .= .
0 1]|-Ko, -K.¢,

Példa
A mozg6 kocsira szerelt ingat egy rugon keresztiil mozgatjuk. Irjuk fel a rendszer

mozgasegyenleteit!
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a) Lagrange-madszer
Vialasszuk a rendszer allapotinak (helyzetének) jellemzésére a kovetkezd altalanos
koordinatakat:

g1=X
g2=¢

A rendszer mozgasi energiajanak szamitasakor a testek (abszolut) sebességeit az allo
koordinatarendszerben kell felirni. Az inga mozgasi energidja a sulypont haladé mozgasanak
energiajabol valamint a salypont koriili forgd mozgasanak energiajabol tevddik Ossze
(halad6+forgd mozgas). A sulypont haladé mozgéasanak abszollt sebessége pedig a szallito és
a relativ sebesség vektorialis 6sszege, melyet a szdgletes zardjelben szamitottunk ki.

A rendszer mozgasi energiaja (az my tdmeg haladé mozgasabol, valamint az inga halado és
sulypont kordli forgd mozgasabdl):

2
Vs2

1 . 1 . . .. 1. .
E :Emqu +Em2[(q1 +|q2 COSQ2)2 +(Iq28|nq2)2]+5352q§

Vy vy

A rendszer potencialis energiaja (rugéban és a magassagvaltozassal tarolt energia):

1
U= Ec(y_q1)2 +m,gl(1-cosq,)



Képezziik a Lagrange-egyenletben szereplé tagokat:

OE 1 . 1 . .
a_ql = Emlqu +Em2[2(q1 + qu COSQZ)]
ia—E—mq +m,{, + m,l§, cosq, —m,lqg, sing,q
dt aql ™M1 2M1 2 2 2 2 2 212
E _,
aq,
Altalanos konzervativ eré:
o 1
—==c2(y—- -1
50,2 (Y—d,)(-1)
Altalanos nemkonzervativ erd:
ow o

_NyW_ 0 e ke

ank aql aql ( ql)ql ql

Hasonldan a 2. altalanos koordinata szerinti derivaltak:

1
U= Ec(y_ql)z +m,gl(1-cosq,)

oE 1 . . . . . 1 .
6)f:_mz[z(ch"'quCOS’Qz)ICOSqZ"'2(|S|I’]C12qz)lsmc12:|"'_‘1822qz
q, 2 2
d@E_ . A - . 2 2 . 2. _ qi . 2 =2 .
aa—mz[qllcosch Q1|S|nq2Q2+| cos q2q2+| q22cosq2( SmQ2)q2+| sin q,4, +
2
+|ZQ223inQ2COquQ2]+Jszq2
oE 1 . . L. Lo .
a—=Emz[Z(ql+qucosqz)(—lqzSInq2)+2I2q§S|nq2cosqz]=—m2Iq1q25|nq2
2
a—U—m glsing
a , 2 2

Altaldnos nemkonzervativ eré Q2=0.

A

4E _E U _o i,

dtoq; oq; o,
Lagrange-egyenletbe helyettesitve az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

(ml +m2)ql +mzlqz €0sq, _mzlqg Sinqz +C(q1 —y)= _kch
m,lcosq,d, +J,G, + m,glsing, =0

A csatolt nemlinearis egyenletrendszer még ilyen egyszerli esetben is csak numerikusan
oldhaté meg.



b) Newton-Euler mddszer

A A
cy-x) [A, kx we
m,g A
Jpe
N

(Euler-erd)

A rendszert szétvalasztjuk kiilonall6 merev testekre, kilonds tekintettel a hatas-ellenhatés
elvére. A free-body diagramok alapjan felirjuk a testek mozgasegyenleteit.

1. Test:
A test haladé mozgast végez, ezért csak két egyenletet irhatunk fel.

c(y—-x)—-A,—kv=m,a
N-A,-mg=0

2. test

A test mozgasat célszeriien a &-n mozgd koordinatarendszerben szemléljik. A mozgd
koordinatarendszer orig6ja vizszintes iranyban mozog ai; gyorsulassal, mikdzben a
koordinatarendszer az origd koriil pillanatnyi o szdgsebességgel és € szoggyorsulassal forog.
A mozgo koordinatarendszerben a valodi eréket ki kell egésziteni a szallito és Coriolis
erokkel. Az erOkre a

M2arei=Fabsz+Fszan+Fcor
egyenlet érvényes, ahol most a Coriolis er6 zérus, mert wxV, = 0. Részletezve:

szallitoerd

0=(A, —m,g)j+A,i—m,ai —m,le(cosOi +sin B]) + m,lw’ (sin Oi —cos Oj)

abszolut eré

A vektoregyenlet sikbeli esetben 2 skalar egyenlettel egyenértékii:

0=A, —m,a—m,lecos®+m,lo’sin®
0=A, —m,g—m,lesin®-m,lo’ cos®

Tovébba forgdmozgéas esetén a D ’Alambert elvet alkalmazva a z M, =0 nyomatéki egyenlet

is felirhatdé az A pontra. Ugyeljink arra, hogy a 2. test tehetetlenségét Ja-ban mar egyszer
figyelembe vettik, ezért a mzle tehetetlenségi er6 nyomatékat mar nem kell szamitasba venni:

—m,glsin®-m,a,lcos®—-J,e=0



Ez az egyenlet megegyezik az el6bbi egyik Lagrange masodfaju mozgasegyenlettel. Ha
kifejezziik (...)-b0l Ax-t és (...)-be helyettesitjik, akkor megkapjuk a masik, linearisan
fliggetlen mozgasegyenletet:

(m, +m,)a+m,lecos®—m,lon’sin® +c(x —y) = —kv

Példa

Egy MEMS (Micro Electro Mechanical System) COMB (fésti) tipusu gyorsulasadé fo része
egy ,,A” feliileti mozgod kondenzatorlemez, mely ket &l16 fegyverzet kdzott mozog. A mozgo
fegyverzetet ,.c” merevségli rugalmas elemek tartjak kozéphelyzetben. Bizonyitsuk be, hogy a
mozgo fegyverzetre kapcsolt V fesziiltséggel a lengdrendszer sajatfrekvenciaja valtoztathato.

X
[—5
. L >
éJ\/C\/\/ W\\
7 +
Za N
Z .
7 .
vy
7 N
1 d +
% 0 i dy i
g K_j m
U
f
1

a) Newton-Euler mddszer

Rajzoljuk meg a mozg6 lemez free-body diagramjat!

X
FI F,
. e -
VaAHIR
7 "
A
+
Z 1
7 +
“
7 N
7 d +
//,/,: 0 _ d |
A m
U
I
£
A mozg06 kondenzatorlemezre hato erdk a kovetkezok:
Rugoero:
F =cx
Elektromos tér ereje:
1 g,AV?

1T 2(d, +x)°



1 gAV?
27 2(d, —x)?

A mozgasegyenlet (D F, = ma) a kdvetkezd lesz:

1 g,AV? 1 gAV? .
—2CX —— >+t > = MX
2 (d, +x) 2 (d, —x)

Atrendezve

g AV X

mX + 2CX — =
(d5 - x*)?

Amennyiben x<<do, akkor

. g,AV
mX +2(c————)x=0

0

b) Lagrange-modszer
A rendszer 1 szabadsagfoku, helyzetének (allapotanak) megadasahoz 1 éltalanos koordinata
elegendd: g=x.

A rendszer mozgasi energiaja

Ezlm%

A rendszer potencidlis energiaja a rugokban felhalmozott energiabol és az elektromos térben
(a két kondenzatorban) tarolt energiabol all:

U=1cx? +1c(—x)2 +£C1V2 +1C2V2 I ANV ARV
2 2 2 2 2d,+x 2d,—X
=cx* +g,AV? %
dy — X

(Megjegyzes: sikkondenzator kapacitasa C = ¢, % dsszefuggessel szdmithato. A kondenzator

potenciélis energiat tarol, mig a tekercs mozgasi energiat tarol.)



Az egyenlet tagjait kilon szamitjuk:

oE .

— =MX

oX

d oE

——=mX

dt ox

@ = 2CX - SAVZdO % (—2X)
oX (dg —x9)

Az altalanos nemkonzervativ er6 Qn=0, mivel nincs erégerjesztés és csillapitod erd.
A

doE GE U _
dt ox ox oOx

Q,

Lagrange-egyenletbe helyettesitve a kovetkezd mozgasegyenletet kapjuk:

" 2eAV?d X
mx + 2CX + ﬁ =
(do —X )

Kis elmozdulasok esetén (x << d,) az x? tag elhanyagolhat6 a do> mellett,

eAV?

3
0

Ez a harmonikus rezgémozgés jol ismert differencidlegyenlete. A rugomerevség a villamos
fesziiltséggel megvaltoztathatd, vagyis a lengérendszer

mX + 2(c + )x=0

sajatfrekvenciaja villamos Gton befolyasolhat6. Szép példajat kaptuk a mechanikus-villamos
kolcsonhatasnak.

2. A MODSZERES TERVEZES

A mechatronikai szerkezetek tervezési metodikajahoz jo alapot szolgaltat a mddszeres
tervezés tudomanya, mely bar elsdsorban gépészeti rendszerek tervezésére lett kifejlesztve,
altalanos modszer l1évén eredményi mechatronikai  szerkezetek tervezéséhez s
felhasznalhatok.

Mivel a tervezd nagy befolyast gyakorol a termék miiszaki €s gazdasagi értékére, ezért a jo és
gyors megoldas elérése érdekében a tervezés folyamatanak jol szervezettnek és
ellendrizhetonek kell lenni. A moddszeres tervezés tudomdnya ezért alakult ki az 1960-as
¢vekben, els6sorban német nyelvteriileten. A ,,modszeres” jelzd értelme ,.tudatos,



tudomanyos, rendszerszemléletii, nem 6sztonds”. A modszeres tervezés tudomanyanak céljai
a kovetkezokben foglalhatok Gssze:

e Ne véletlenszerli, hanem tudatos megoldast adjon

e Tanulhat¢ és tanithat6 legyen

e Scgitse ¢lé a feltalaloi és felismerési tevékenységet, konnyitse meg az optimalis
megoldas megtalalasat

e Maias tudomanyagak fogalmaival, modszereivel Osszeegyeztethetd legyen,
munkamenete altalanosan érvényes.

Természetesen a tervezOi intuiciot sem szabad korlatoznia.
A tervezési folyamat

A tervezési folyamat f6 1épései a kdvetkezok:

A feladat pontositasa
Kovetelményjegyzék kidolgozasa

Koncepcioképzés
Lényeges probléméak felismerése
Funkciostruktura felallitasa
Megoldasi elvek keresése -

éskombinalasa
Koncepciovaltozatok
Ertékelés

Tokéletesités, pontositas

y

Megtervezés -t

Kidolgozas

A tervezési folyamat leglényegesebb és legszebb része a koncepcioképzés. Itt alakul ki az U
termék alapveté miikodési elve. A koncepcioképzés fo 1épései az abran lathatok.



Feladat

Osszfunkciod

Részfunkciok

Részfunkcidkatteljesitd
O o
megoldasi elvek

Az elvek kombinaléasa
V/ kivélasztottelvkombinacio

Koncepcioképzés

Koncepciovaltozatok
(vonalastervek)

Kialakitasivaltozatok

A koncepcioképzés f6 1épéseit az alabbiakban részletesebben targyaljuk.
1) A kovetelményjegyzek elkészitése (adatszolgéltatas a koncepcioképzéshez)

A kovetelményjegyzék azokat a paramétereket és kivanalmakat rogziti, melyekkel a
tervezend6 eszkoznek rendelkeznie kell (nevezhetjik specifikacidnak is).

A kovetkez6 fontosabb teriiletekre kell kitérnie: geometria, kinematika, erdk, energia, anyag,
jel (pl. kimenet fajtdja), biztonsdg, ergonomia, gyartas, ellendrzés, szerelés, szallitas,
Uzemeltetés (pl. trépuson), karbantartas, koltséget, hatarido.

2) Absztrahalas a probléma felismeréséhez

Nem az egyedi és véletlenszerli, hanem az altaldnosan érvényes €s lényeges dolgokat kell
felismerni és kiemelni a feladat megfogalmazasa soran. Nem szabad eleve lesziikiteni a
varhat6 megoldasok korét esetleg sugallva egy mar 1étez6 megoldast.

Példaul nem garazsajtot kell tervezni, hanem a gardzs betorésbiztos, iddjardssal szemben
ellendll6 lezarasara alkalmas megoldast kell keresni

Példaul nem reteszkotest kell tervezni, hanem a tengely és agy olyan 6sszekapcsolasat, amely
nyomaték atvitelére képes. Ha a feladatot nem igy fogalmaztak volna meg, akkor példaul a
poligon-kdtés sosem jott volna létre.

3) A funkciodstruktura felallitasa. Az 6sszfunkcio részfunkciokra bontasa.

A modszeres tervezéssel foglalkozd szakirodalom a ,funkcié” kifejezés altalanosan
hasznalatos. A ,,funkcié” definicioja: ,,A rendszer be- €s kimenete kozotti altalanos
Osszefiiggés, amelynek célja a feladat teljesitése”. Egyszeriibben: funkcio=feladat. Példaul a
cipd {6 funkcidja (feladata), hogy az ember jardsdt megkOnnyitse extrém Ut- és iddjarasi
viszonyok mellett is.



A tervezés egyszertisitése érdekében a szerkezet f6 funkciojat részfunkcidkra, részfeladatokra
bontjuk, melyekre kdnnyebb kész megoldasokat talalni. A részfunkcidkra bontas feltétele,
hogy a részfunkcidk jol elhatarolhatdk, onalléan is kidolgozhatdk legyenek. Az anyag,
energia és jelfolyamra vonatkoz6an az

e atalakitas (pl. elektromos energia atalakitasa mechanikai energiava)

e valtoztatas (pl. nyomaték ndvelése)

e Osszekapcsolas (pl. energia és jel 0sszekapcsoldsa=villamos energia bekapcsolasa)
e vezetés (pl. erdatvitel)

e tarolas (pl. kinetikai energia tarolasa)

a leggyakoribb részfunkcidk. Szokasosan blokkdiagrammal &brazoljak egymaéssal valo
kapcsolatukat (,,funkciostruktara’).

Illusztrativ példa: Funkcidstruktara

Feladat: Szakitdgép funkciodstruktdrajanak felallitasa

Az édbra az anyag, energia (E) és informéacié (I) vonatkozdsdban mutatja az egyes
részfunkciokat és azok kapcsolatat.. JOl kivehetd a negativ visszacsatolas az
informéacidaramban.

Esegéd
Y
It s > Aszilkséges |« Mert
| és val6sagos mennyiségek
Al sziiks > §sszehasonlitasa erositése  |w—
R
£ Y »| mérése F
terh —— | E er0vé és ™ Energiamennyiség
(tta alakitasa beéallitasa
Alakvaltozas | |AI
,—> mérése
L > Eveszt
, Probatest > Probatest ,
Probatest . befogésa .| terhelése Def. probatest

4) A részfunkciok teljesitéséhez sziikséges megoldasi elvek keresése.

Az alabbi mddszerek alkalmazasa johet szamitasba:

Irodalomkutatas (kényvek, folydiratok, internet, szabvanyok, szabadalmak, stb.)
Természeti rendszerek analizise (bogancs—tépdzar, buzaszar—szendvicsszerkezet,...)
Ismert miiszaki rendszerek analizise (konkurencia termékei)
Tervezdi katalogusok

Analdgiak (villamos-mechanikus)

a)
b)
c)
d)
e)

f) Merések, modellkiséerletek

9)
h)

Intuitiv modszerek (Brainstorming, 635 madszer, Delphi-modszer)
Diszkurziv modszerek (fizikai jelenségek (6sszefliggések, képletek) modszeres

vizsgalata, mddszeres keresés rendezési (sor-oszlop) sémakkal.



5) A megoldasi elvek kombinalasa

Minden részfunkcid teljesitéséhez hozzarendellink egy lehetséges megoldasi elvet, és minden
ilyen elvet mindegyik maésik részfunkciot megval6sité megoldasi elvvel kombinaljuk. igy
nagyszamu elvkombinécidt kapunk. Magyarul: minden egyes reszfeladatra talalt megoldasok
kozul egyet-egyet kivalasztunk és ezekbdl allitjuk Gssze a teljes megoldast. Ha példaul egy
feladat 3 részfeladatbol all, az elsdre 5 megoldast, a masodikra 2 megoldast, a harmadikra 4
megoldast talaltunk, akkor Osszesen 5*2%4=40 elvkombinaciot kapunk az eredd feladat
megoldasara.

6) A megfelelé elvkombinacio kivalasztasa

Az igen nagyszamu elvkombindciot sziikiteni kell. A szdmitasba johetd elvkombinéaciok
kivalasztasanak szempontjai a kovetkezok:
Az elvkombinacio

o A feladattal 9sszeférhetd

e Kielégiti a kdvetelményjegyzék eldirasait

e Megvaldsithatonak tiinik

e Pénziigyi raforditasai kisebbek a megengedettnél

7) A koncepcidvaltozatok konkretizalasa

A koncepciovaltozatot addig kell konkretizalni, amig értékelésre alkalmas lesz. (egyszerusitett
szamitasok, kozel mérethelyes vazlatok, modellkisérletek, szimulaciok, piackutatas,...)

8) Ertékelés miiszaki és gazdasagi kritériumok alapjan

Az értékelés a megoldas ,.eértékét”, ,hasznalhatosagat” allapitja meg. Az ,.értékelemzés” a
megvalositando funkcidhoz rendelt funkcidhordozo (szerkezeti megoldas) eléallitasi koltsége.
Eldszor az értékelési feltételeket kell rogziteni. Az értékelési feltételeket pozitivan kell
megfogalmazni. Példaul ,,zajszegény” és nem ,hangos”,,nagy hatasfok” és nem ,nagy
veszteség”

Az egyes ertékelési feltételeket sulyuknak megfeleld stlyozo tényezdkkel kell figyelembe
venni. A rész-szempontok ertékelése torténhet pl. 0-10 skalan, vagy egyszer(i értékelési
fokozatokkal, mint:

e nagyon atlag alatti

e itlag alatti

e atlagos

e atlagon feliili

e nagyon atlagon feliili

Miszaki termékek értékelésénél az Osszérték meghatarozasa a sulyozott részértékek
Osszegzésével torténik.

Amennyiben egyik koncepciovaltozat sem bizonyul megfelelonek, sziikségessé valhat a
kovetelményjegyzek modositasa (a kovetelmények csokkentése).



Az elmondottakat egy egyszerii példan, a rugalmas tengelykapcsolon mutatjuk be a
teljességre valo torekveés néelkal.

Feladat: tengelyek rugalmas dsszekotése

Osszfunkcio
tengellyelmerev erd/nyomaték alakvaltozés alakvéltozas i i A1lits
A . > - N » Funkciostruktira felallitasa
kapcsolat Iétrehozasa vezetése biztositasa korlatozasa

gumi def. fémcsap def. magnestér felitkozés nemlinkarakt. Megoldasi elvek

reteszktés bordas agy illesztBszeg anyagi kapcsolattal

("gumidugds tengelykapcsold™)
("gumikdpenyes tengelykapcsol6™)

("Babba tengelykapcsol6™) Az elvek kombindldsa

Kialakitasi valtozatok.....

Ertékelés, kivalasztas

Tervezési (konstrukcios) szempontok és iranyelvek

A kovetkez6 részben roviden Osszefoglaljuk azokat az iranyelveket, melyek betartasa
altalaban helyes konstrukciét eredményez.

1) Helyes erdvezetés elve

Az erdfolyam, bar fizikailag nem definidlhatd, szemléletes segitséget nydjt a helyes
konstrukcio kialakitasaban (hasonl6é a magnes erévonalaihoz). Az er6folyam

-menetében ne kdvetkezzen be hirtelen iranyvaltozas

-ne valtoztassa gyorsan slriiségét (a mechanikai fesziiltséget) hirtelen keresztmetszet-
valtozasok, vagy éles sarkok kdvetkeztében. A hirtelen fesziltségvaltozds az anyag
kifaradasanak vesz¢lyét noveli. ,.Eles sarok, kezdb torés”



Példa
Tengely vallai kozott kupos atmenet (folyamatos keresztmetszet valtozas), a sarkokban
megfeleld lekerekités.

Ontott alkatrészek esetében a hirtelen keresztmetszet valtozas a hiilésben eltérést okoz, ami az
anyag repedéséhez vezethet.

2) Egyenszilardsagra valo torekveés

Ha a szerkezet minden szerkezeti elemében, vagy egy szerkezeti elem minden
keresztmetszetében kozel azonos feszliltség ébred, akkor élettartamuk is varhatéan hasonld
lesz. Ez a termék egészére nézve optimalis anyagfelhasznalast jelent.

Példa

A terhelder6 felé sziikiild konzol esetében a hajlito nyomaték és a keresztmetszeti tényezo is
ugyanolyan torvényszerliség szerint valtozik, kovetkezésképpen a konzol mindegyik
keresztmetszetében azonos maximalis fesziltség ébred. Ez a kialakitds biztositja a minimalis
anyagfelhasznalast és sulyt.

Ha egy autd helyesen van méretezve, akkor szinte minden alkatrésze egyszerre megy tonkre
és akkor kell eldobni az aut6t. Ellenkezd esetben a tilméretezett alkatrészek felesleges sulyt
és koltséget jelentenek.

3) Osszehangolt alakvaltozasok elve

Azok a kialakitasok a kedvezdek, melyeknél a két érintkezd alkatrész alakvaltozasai a
legkisebb mértékben térnek el egymastal.

Pelda

Ragasztott kotésnel a lemezek elvekonyitasa (vastagsag, vagy szélesség iranyaban), ezaltal a
lemezek minden keresztmetszete kozelitdleg azonosan mértékben deformalodik, igy a
ragaszto igénybevétele (benne €bredd t fesziiltség) allando €s kisebb lesz.
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Gyengitett anya meneteinek terheléseloszlasa kozelitéleg allando.

Ha a futodaru tengelyének torzios merevsége a hajtd kerék ket oldalan azonos, akkor a daru
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4) Az erdkiegyenlités elve

A hasznos er6komponensek mellett gyakran fellépnek nélkiilozhetetlen, de a szerkezetet
feleslegesen terheld er6komponensek is. Példaul ferdefogi fogaskerekeknél a kertileti erén
kiviil radialis és axialis erdk, vagy szijhajtasnal a szij eléfeszitésébdl €bredd erdk.

Kiegészitd elemek felhasznalaséval, vagy szimmetrikus elrendezéssel elérhetjiik, hogy a
zavaré mellékmennyiségek hatasa a legkisebb terletre koncentralddjon és ezéltal a szerkezeti
elemek mérete, szama, valamint a veszteségek a lehet6 legkisebbek legyenek.

Példa
Ferde fogazat helyett nyilfogazat alkalmazéasa, ahol az axialis er6k még a fogaskeréken (a
jelolt kis zonan beliil) kiegyenlitik egymast és a csapagyakat mar nem terheli axialis erd.



Boxer motorok hengerelrendezése a tomegerdk kiegyenlitése céljabol.
5) Funkci6 6sszevonas

Altalaban gazdasagos megoldast jelent, ha tobb funkciét sikeriil egyetlen funkciohordozéval
teljesiteni. Az elemek szdma, helyszikséglete szempontjabdl kivanatos lenne ez a megoldas,
azonban a bonyolultabb kialakitas miatt ezek az eldnyok sok esetben elvesznek.

Példak
A mélyhornyu golyoscsapagy alkalmazasa lehetové teszi a radidlis és axialis erdk egyidejli
felvételét.

A karimas csokotés lehetdvé teszi a csOdarabok Osszekotését, tomiti a csatlakozd részeket,

tovabbitja a csOvezetéket terheld erdket (kényszererdk, inercia erdk, hotaguladsbol szdrmazo
erdk)

A rugds alatét egyidejlileg megoldja a terhelés elosztasat, valamint a lazulas elleni biztositést.
Hasonl6 funkci6-0sszevonas tapasztalhatd a koronas anya esetében is.

Szép példaja a funkcid dsszevonasnak a PC merevlemez —olvasofej egysége. Az olvasofej az
adatok beirasan és kiolvasasan kivil a pozicionélashoz sziikséges helyzetszenzor szerepét is
ellatja. A lemez koncentrikus palyai kilonféle frekvenciaju jeleket is létrehoznak a hasznos
adatokon kiviil. Ezekbdl draga helyzetérzeékeld szenzor nélkiil is pontosan megallapithato a fej
helyzete.

6) Funkcio szétvalasztas (megosztas)

Egyetlen funkcidhordoz6 é&ltalaban nem azonos hatékonysaggal teljesiti a kiilonb6z6
részfunkciokat, ezért gyakran alkalmazzak a funkcidé megosztast, hogy a megfeleld
funkciohordozdk optimalisan tudjak feladatukat ellatni.

Példak
Nagy axialis erok felvételére kiilon talpcsapagyat, a radialis terhelések felvételére egy kisebb
hengergorgds csapagyat alkalmaznak.

Tobbrétegli lapos szij f6 rétege miianyag, amely nagy huzderdk elviselésére alkalmas. A szij
futofeliilete krombdr boritasu, ami a j6 tapadd képességet biztositja.



Az ékszij gumi bélése a szij keresztirdnyl merevségét, a szij textil bevonata a tapadas
fokozasat, a szijban elhelyezett kordszalak a huzéerdk elviselését szolgaljak.

teherbiras

surlodas

merevség

Azonos funkciok megosztasanak példja az ékszijak parhuzamos kapcsolasa (teljesitmény
megosztas).

Szintén teljesitmény megosztas valosul meg a bolygdémiivekben is, ahol egy napkerékkel
harom bolygokerék kapcsolddik.

Azonos funkciok megosztasa torténik példaul karimas csdkotésnél, ahol az dsszeszoritd erdt
tobb csavarral hozzak létre. Bordas kotésnél a kertileti er6t is tobb borda viszi at.

Igényes méréstechnikai feladatoknal gyakran sziikséges az egyes erkomponensek mérése
anélkiil, hogy a mérdrendszer befolyasolnd a szerkezet mukodését, vagy a masik irdnya
er6komponensek mérését. Ilyenkor a rogzitést 1-1 szabadsadgfokot megsziintetd kényszerekkel
kell megvaldsitani.

7) Az Onsegités (hatasfokozas) elve

A rendszerelemek azonos értelemben miikodnek egylitt, az Osszhatds a kezdeti és a
segédhatasbol tevddik Ossze. A segédhatds anndl nagyobb, minél nagyobb sziikség van ra.

Példa

Repiildgép ajtajanak tomitése. Normal 1égkorben a kezdeti eléfeszitd erd biztositja a tomitést.
Ha a gép magasan repiil, a kiils6 légnyomas sokkal kisebb, mint a kabinnyomas. Mivel a
repiilé ajtaja befelé nyilik, minél kisebb a kiilsé nyomas (vakuum), a belsé nyomas annal
jobban szoritja a tomitést, fokozva az F tomitd-erot.

B F=AP\apinPratss)

ﬁ Ao

ToOmités
pku 1sd

Tovabbi példaként szolgal a karmantyts tomités, ahol a ndvekvd nyomas a tomitd ajkat egyre
jobban szoritja a tengelyhez.



Az alabbi abrén lathat6 sinfogd a G sulyu sint a strlodasi erével tartja. Nagyobb stlyt sinnél
a normalerd automatikusan megné (lasd nyomatéki egyensulyi egyenlet), 1étrehozva ezzel a
sziikséges nagysagu surlodo erdt. Az ilyen szerkezet ,,6nzaro”.

8) Onkiegyenlité megoldasok
Hasonlo a hatasfokozd megoldasokhoz, de ellenkezd eldjellel: a segédhatds a fOhatassal
ellentétes értelmd.

Példa
A turbinalapatok ferde elhelyezése biztositja, hogy a keriileti er6bdl szarmazo befogasi
nyomatékot a centrifugalis er6 nyomatéka semlegesitse.

9) Onmagukat véd6é megoldasok

A szerkezeteket gyakran érik tulterhelések, amit karosodas nélkil kell elviselnitk. Ennek
lehetséges elérése egy masik erdvezetési ut 1étrehozasaval lehetséges.

Példa
Hengeres csavarrugok menetei tulterheléskor egymason feliitkbzve korlatozzak az
elmozdulést. Feltétel: a rugo kihajlasat termeszetesen meg kell akadalyozni.

Belleville-féle tanyérrugu tulterheléskor kiegyenesedik, az er6 nem a peremeken, hanem
kozvetlenul a lemezfeluleteken adodik at.



Rugalmas tengelykapcsold rugalmas elemei (tiik, vagy szalagok) tulterheléskor a kialakitott
horony faléan felfekszenek (Bibby, Babba tengelykapcsolo).

2\
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Deforméacié nélkul Maximalis deformacioval

Megemlitend6k még az ,,onkiegyensulyozo6”, ,,0nfeszit6 (szij)”, stb. megoldasok.

10) Stabilitas-labilitas elve
A szerkezet tervezésekor arra kell torekedni, hogy a zavard hatdsok megsziintessék
onmagukat, de legalébbis csokkenjenek (negativ visszacsatolas).

Példa

Hidraulikus rendszerek dugattydinak kialakitasakor stabil viszonyokra kell tdérekedni.
Amennyiben a dugattyl a hengerben ferde helyzetet vesz fel, az a) abra szerinti elrendezésben
a jobboldali résbe bejutd folyadék nyomasa olyan értelmii erét hoz 1étre, ami a dugattyt egyre
nagyobb befesziilését okozza.

Labilis Stabilis K&z6mbds

A kozépsd abra szerinti megoldas elvileg tokéletes, mert a résnyomds a hibat megsziintetni
igyekszik. Hatranyos viszont, hogy a dugattyl szarat a nagynyomasu térben kell tomiteni.

A jobboldali megoldas szerinti kupos dugattya j6 kompromisszum, mert a befesziilés nem nd,
de nem is csokken.

Mas esetekben a szerkezet labilitasa (bistabil miikodés) kivanatos. Példaul villamos
aramkaorokben a Schmitt-trigger (pozitiv visszacsatolas).



Példa

A nyomashatarolo (biztonsagi lefuvo) szelepnek a nyomashatar elérésekor a zart helyzetbdl
rovid id6 alatt a teljesen nyitott helyzetbe kell 4tvaltani. Ilyen a ,,Kukta fazék™ sulyszelepe is.
Amint a nyomas megemeli a dugattyat, abban a pillanatban a nyomas a sokkal nagyobb
dugattyafeliiletre hat. A hirtelen megnovekedd eré a dugatty(l azonnali nagy elmozdulasat
okozza a rugdero ellenében.

11) Kényszerek helyes alkalmazéasa

A testek megfelelé helyzetét ugynevezett kényszerekkel biztositjuk. Ezek tobbnyire
csapagyak ¢és vezetékek. A kényszerek szdmanak és fajtijanak megvalasztdsa alapvetd
fontossagu kérdés, mivel a helytelen tervezés szerelhetdségi problémakat ¢s befesziilést
okozhat. A kérdéskor szoros kapcsolatban van az alak- és helyzettiirések témakorével is.

A keényszerek megvalasztasahoz segitséget nyujt a szabadsagfok fogalma. Egy merev test
szabadsagfokainak szama hat, vagyis 6 lehetséges elemi mozgast végezhet: 3 irdnyban (X, v,
z) elmozdulast, valamint 3 tengely (X, y, z) koril elfordulast.

A testet annyi és olyan tipusi kényszerrel kell rogziteni, hogy a megfeleld szamu
szabadsagfokat szuntessiik meg.

Példa
Floppy meghajté mozgd olvaséfejének megvezetése (abra)



Az olvaséfej csupan 3 ponton (A, B, C) érintkezik az abran sotétitett hengeres vezetékekkel.
Az ,,A” rogzités (csuklo) 2 szabadsagfokot sziintet meg: megakadalyozza az asztal y és z
iranyd elmozdulasat.

A ,,B” rogzités szintén csuklo és tovabbi 2 szabadsagfokot sziintet meg: megakadalyozza az
asztal y és z tengely koriili elbillenését. (Megjegyzés: az ,,A” és ,,B” csuklok szerepe
felcserélheto).

A legérdekesebb és legtanulsdgosabb a ,,C” rogzités. Ahelyett, hogy itt is hengeres csuklot
alkalmaznank, csupan egy villa szerii horony érintkezik a vezetékkel. A horony (tdmasz
kényszer) csupan 1 szabadsagfokot sziintet meg: megakadalyozza az asztal x tengely koruli
elfordulasat. Képzeljiik el, hogy ha a ,,C” rogzités is csuklo lenne, akkor a hengeres vezetékek
legkisebb parhuzamossagi hibaja is a szerkezet befeszllését okozna!

A A7, ,B” és,,C” kényszerekkel egyiittesen megsziintetett szabadsagfokok szama 6t, tehat
6-5=1 iranyban (az x tengely iranyaban) mozoghat az asztal!

11) Tiirések helyes alkalmazasa

Az alkatrészek mérete a valésagban mindig eltér a rajzon megadott mérettdl a gyartasi
pontatlansadgok kovetkeztében. Ezért ahol fontos az alkatrész mérete, ott megadjak az
alkatrész méretének megengedett maximalis és minimalis értékét, melynek kilénbsége a
tirésmez6 szélessége. Két érintkezd alkatrész (csap-furat kapcsolat) esetében illesztésrol
beszéliink, egyetlen alkatrész esetében értelmezhetlink alak- és helyzettiirést is. Méretlancok
esetében tlréstechnikai szamitas elvégzése is sziikségessé valhat, amit a kdvetkezd egyszerii
példan mutatunk be.



Péelda

ez
a) \ \
N\IN\FE

A csavarkotéssel sszeszoritott lemezek mérete milliméterben mérve:
+0,1
A=5"%

0

B=4"%

A csavar méretei:
+0,1

Széarhossz: D=6

0.1

Fejmagassag: E =2,5°

A csavarfej sullyesztett furatdnak C méretét kell meghataroznunk a kovetkez6 feltételek
betartasaval:
® a csavar szara nem ¢érheti el az als6 lemez sz¢€lét, a hézag legaldbb 0,2 mm legyen
(lein:0,2)
ea csavar feje sem loghat ki a siillyesztett furatbol, a hézag legalabb 0,3 mm legyen.
(RZminZO,S).

A méretlancra vonatkozd Osszefliggést mindig az ,,R” eredd (kiadodd) meéretre kell felirni,
fuggetlendl attdl, hogy az-e az ismeretlen, vagy sem. Eredd minimuma esetén az ereddt
noveld Osszetevd méretek minimumat, a csokkentd méretek maximumat kell venni. Jelen
esetben

R = Amin + Bmin _Cmax -D

1min max

Az Osszefliggésbdl az ismeretken kifejezheto:

C.=A, +B.-D_ -R, . =49+39-61-02=35mm

1min
A mésik feltétel szerint

R2min =Cmin _Emax - Cmin = R2min +Emax =0’3+2’6= 2’9 mm

A feladat most nem vezetett ellentmondasra, mivel C_ >C, . adodott. A keresett C méret
szimmetrikus tlirésmezdvel felirva

C =32



Péelda

Hatarozzuk meg az @ 20H7/j6 furat/csap illesztés lehetséges eseteit!
+0,021

Az @ 20H7 furat mérete tiiréstablazat alapjan @ 20 ° .(A méretek milliméterben értendok).
+0,009

Az @ 20j6 csap mérete @ 207,

21um /A%

"""" NI NE ) 9HM Nevieges

[ 4 um  méret

Furat Csap ()

i

A legnagyobb lehetséges jaték NJ=21-(-4)=25 pum.

A legnagyobb lehetséges fedés NF=9-0=9 um. Mivel jaték és fedés egyarant eléfordulhat,
ezért az illesztés atmeneti jellegli. A tlirésmezék kozépértékével szamolva a kozepes jaték
KJ=11,5-2,5=8 um.

720

12) Erzékenységi iranyok felismerése

Tervezés soran érdemes megfontolni, hogy milyen iranyokban érdemes fokozni a
pontossagot. A végeredményre kis hatassal 1évé paraméterek finomitasanak nincs értelme.
Példaul esztergalasnal a kés magassagi meretének allitasa nem igényel akkora pontossagot,
mint a masik két iranyban vald pozicionalésa.

érzékenység a pontossagra

13) Sulyponti terhelés alkalmazasa

A szerkezetek terhelése soran célszerii arra torekedni, hogy a terheld er6 a test sulypontjaban
(tomegkdzéppontjaban) hasson, mert ekkor a jarulékos terheld erék ¢és nyomatékok
elkertilhetOk.



Példa

A nyomtatd patronjat mozgatd bordas szij altal kifejtett F eré az elsé esetben nem a patron
sulypontban hat. A nyomatéki egyensuly fenntartdsahoz ezért N-N er6kbol allo erépar is
ébred, ami feleslegesen terheli a vezetéket és a surlodas réven energiaveszteséget okoz. A
maésodik esetben a stlyponti terhelés biztositja, hogy ne ébredjenck jarulékos erdk.

|...
IH
IH
IH

14) Abbe—elv alkalmazésa

A mérési hiba csokkenthetd, ha a mérendé méret és a mérdeszkdoz (mérce) tengelye egy
egyenesbe esik.

Péelda

[JTTITTI

AL AR R

A toldmérénél nincs betartva az Abbe-féle elv, azért a mozgo tapintd elbillenése a mérderd
hatasara merési hibat okoz. Ellenben a mikrométer betartja az Abbe-elvet.

3. Mechatronikai rendszerek modell-alapu tervezése

Mechatronikai fejlesztési modszer
(Roos, F-Wikander, J: Mechatronics design and optimalisation methodology nyoman)

Egy mechatronikai berendezés tervezese elsGsorban abban tér el a hagyomanyos tervezési
eljarasoktol, hogy tdbb, szorosan kapcsolodd mérndki terliletet fog at. Annak érdekében, hogy
egy mechatronikai rendszert optimalizalhassunk, az egész rendszert integrativ modon kell
kezelnlink. Olyan paraméterek, mint a tehetetlenségi nyomaték és villamos kapacitas a



=77

hogy a rendszer multifunkcionalitasa és komplex struktdraja miatt altalaban nem elégséges
egyetlen kritérium szerint optimalizalni.

Amennyiben az egyes mérnoki résztertileteken belll kilén-kilén optimalizalunk (pl. rendszer
identifikacio, szabalyozorendszer optimalis tervezés, hibadetektalas, stb.) az nem vezet
optimalis konstrukcidra. Ezeért a rendszer tervezésekor minden teriiletet egyenranguan és egy
idében kell kezelni (Concurrent engineering), legalabb a tervezés elsé részében. Igy példaul
villamos, vagy szabalyozasi nézépontbol is informécidt kapunk a mechanikai tervezéshez. Ez
az ut lehetdvé teszi az egész rendszer optimalis tervezését.

Az integralt mechatronikai tervezés kulcsa a modellezés eés a szimuléacié. Amennyiben a
rendszer miikodését még a korai tervezés stadiumaban analizalni és szimulalni tudjuk, Ggy
nagy esélyiink van az egész rendszer optimalis megtervezésére. A mechatronikai tervezési
eszkozok egyik legfontosabb jellemzdje az egyes teriiltek modelljeinek egymas kozotti
cserélhetdsége.

Mechanikai Elektromechanikai Szabalyozo/szoftve Elektronika/hardve
tervezési tervezési tervezési tervezési
szempontok szempontok szempontok szempontok

Abra. Kulénféle tervezési szempontok a modell-alapt mechatronikai tervezésben

A mag-modell a teljes tervezés alapjat képezi és kiilonféle nézdpontokbol (ablakokbol)
szemlélhetd. Nagy eldny, hogy ha az egyik ablakot megvaltoztatjuk, akkor annak hatasa
azonnal megjelenik a masik ablakokban. Példaul a szerelési valtoztatasok hatasa a szabalyozé

crer

Problémat jelenthet, hogy az egyes mérndki teriiletek eltérd modelleket hasznalnak a tervezés
soran. Példaul a szabalyozastechnikai mérndkok a modelleket atviteli flggvény vagy
allapottér leiras alakjdban hasznaljak. Felliletesen szemlélve ezek a modellek nincsenek
kapcsolatban a mechatronikai rendszer fizikai paramétereivel.

Az optimalizacids probléma szamos optimalizacids kritériumot foglalhat magaba, példaul:

e suly/térfogat

e cnergia felhasznalas hatasfoka
®ir

® 7aj/rezgés

® biztonsag

e kdrnyezeti hatasok



e modularitas/flexibilitas

Az optimalizacio6 kiterjesztése a kiilonféle kapcsolddd mérnoki teriiletekre (nézOpontokra) a
paraméter-tér Kiterjesztését és az optimalizacios probléma komplexitdsdnak novekedését
okozza. Az alabbi abrédn egy mechatronikai modul tervezésének lépései lathatok. A piros
szaggatott vonal feletti részben jol felismerhetok a hagyomanyos, modszeres tervezés 1€pései

(feladat megfogalmazasa, kdvetelményjegyzék, koncepcioképzés). A szaggatott vonal alatti
rész foglalkozik az igazi modell-alapu tervezéssel, az analizis és optimalizacid kérdéseivel.

Rendszerkovetelmények
(jarmarendszer)

1.alrendszer
kdvetelmények

Funkcionalis
kévetelmények

|
Nem-funkcionalis
kdvetelmények

n.alrendszer

kovetelmények

T Kovetelmi

Funkcio Koncepc
struktdra /
[ [ | [ | (elvek kel
1.konceQC|o 2.konce90|o 3.konce90|o 4.konce90|o (elvek ko
tervezés tervezés tervezés tervezés
optimalis koncepci6 ... ’
Elektromechanil
_____________________________________________________________________________________________________________________ Geometriai_nezopc
Szabéalyozasi nézBpon
Hajtéma Motor Szabdlyoz6 Terhelés
modell modell modell modell
Alrendszer komponel
T U N AN modellezése
Analizis és
Modell adatbazis
Végso ali
/ / ‘\,i terv

Abra. A modell alapu tervezés Iépései

Jarmiiipari alkalmazasok

Sok altalanos célu mechatronikai rendszert standard elemek (szenzorok, aktuatorok, hajtasok,

vezérlések) optimalizalt integraciojaval terveznek, azonban az autdipari alrendszerek nagy
gyartasi volumene tobb szabadsagot enged meg a tervezésnél, akar az egyes alkatrészek



optimalizalasat is beleértve. Az 1) lehet6ség Uj tervezési modszert igényel, melynek f0
jellemz6i az integralt modell bazisu tervezes és optimalizacio.

A mechatronikai alrendszerek szerepe ugrasszeriien novekszik a jarmiivekben, koszonhetéen
a velik megvaldsithatd 0j funkcioknak és a modularizacionak. Az autokban sok, eredetileg
mechanikus alrendszert elektromechanikus szerkezetek kezdenek kivaltani, az elektromos és
hibrid hajtasra val¢ attérés el6futaraként. A modularizacio elektromechanikus (mechatronikai)
rendszerek esetében sokkal jobban megoldhato, hiszen az energia és informéacio villamos
vezetékekkel konnyen atvihet6 az egységek kozott. Példaul a brake-by-wire (elektronikus
fék) rendszer 4 (minden kerékre 1-1) mechatronikai modulon alapszik, melyek az informéciot
a fékpedaltol (vagy egyéb rendszertdl), az energiat pedig a gépkocsi villamos hal6zatabdl
huzalokon keresztill kapjak. Ez azzal az el6nnyel is jar, hogy a fékrendszer koénnyen és
flexibilisen, szoftveres algoritmus utjan integralhat6 az ABS (anti brake system), vagy a TCS
(traction control system = vonoer6-szabalyozo) rendszerrel.

Nagyon 6sszetett feladat megtervezni és optimalizalni egy autdé mechatronikai alrendszereit,
beleértve a szigorti biztonsagi eldirasokat is. A kdrnyezeti hatasok sokszor szélsdségesek,
valamint a koltségek korlatozottak. Mindezen tényezdk 0j eljarast igényelnek a mechatronikai
alrendszerek specifikacioja, tervezése és optimalizicidja terén.

Egy ,,steer-by-wire” (elektronikus kormanyzas) példajan keresztill mutatjuk be a modszert.

Példa

A példa arra szolgal, hogy érzékeltesse egy nagy integraltsagl mechatronikai alrendszer
tervezésének komplexitasat és nehézségeit. A bemutatott steer-by-wire rendszer ket
mechatronikai aktuator modulbdl all, melyeket villamos kommunikacids busz kapcsol ¢ssze
(TTP, vagy FlexRay). A beavatkoz6 modulok egyike a jarmiivezeté parancs/visszacsatolas
modulja, mely a kormanyhoz, vagy joystickhoz van kapcsolva. A vezetd ezen keresztiil érzi a
kormanykerék elforditdsakor az Gt visszahatdsat. A kormanykerékkel egybeépitett
visszacsatol6 modul konnyen mozgathatd, példaul Anglidba érve a jobboldali vezet6iilés elé
athelyezhetd.

Parancs a vezet6tdl
vagy més rendszertdl

| Energiaforras

|Automatikus iranyitas | v :
— |, |Teliesitményelektronika | _ | Elektromechanikus|,, | ~ Attétel, . Terheles
| Szoftver ||Elektr0n|ka| Konverter/meghajto aktuator mechanizmus : i
Szabéalyoz6

A

Szenzorok <

Abra. Mechatronikai aktuator-modul blokkdiagramja

A masik modul a tényleges kerekmozgatd aktuator, mely a jarmu els6 kerekeit forditja el a
kanyarban.



© korméany

Visszacsatold (nyomaték kifejtés
modul avezetd kezére)

kommunikacids busz

Kerékmozgato
(kormanyz6)
modul

Abra. Steer-by-wire rendszer

A példaban csak a kerékmozgaté modullal foglalkozunk, mely az egyszerliség kedvéért egy
lineéris villanymotor.

A feladat a kerékmozgaté mechatronikai modul optimalizalasa sulyra és hatésfokra, adott
kormanyzasi sebességnél és nyomatéknal.

A tervezés négy kérdéskor koré osszpontosul. A feladatot geometriai, dinamikai,
elektromechanikai és szabalyozasi nézépontbdl vizsgaljuk. Ezek tovabb oszthatok alaki- és
viselkedési (matematikailag leirhat6) jellemzokre.

A rendszert barmely nézépont szerint vizsgalva, tobbféle és eltéré bonyolultsaghi modellel
irhatjuk le. A példaban csak egyszerii modelleket alkalmazunk, csupadn bemutatva a
modelleket.

Geometriai nézépont

A rendszer geometriai modellje (CAD modell) a mechanikus rész fizikai méreteit foglalja
magaba. Ez lehet egy 6sszeallitasi, vagy egy 3D rajz.

Abra. A kormdnymii 3D és 2D geometriai modellje



A geometriai modell legfontosabb paraméterei: a mozgo alkatrészek alakja és mérete (I, w, h,
dm, Im). Kiegészitve a felhasznalt anyagok jellemzbivel, a mozgd alkatrészek tOmege ¢és
inercidja is szamithato.

A geometriai modellen kiviil lehetne még egy tobbtest-modellt is alkalmazni, ahol az egyes
alkatrészekre hato er6k vizsgalhatok (dinamikai modell, free-body diagramok).

Elektromechanikai nézépont

Ez a modell foglalkozik az aktuatorban lezajlé villamos-mechanikai energia atalakitassal. Az
abra egyszeriisitve mutatja a linearmotor modelljét. A legfontosabb paraméterek: a motor eré-
és fesziiltségkonstansa (Cr, Cy).

R —
L |
+ O Corwerizn F=or*l a4 Fommy
| LA Drtwar E=ovw :
" @ }
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H

Abra. Az aktudtor elektromechanikai nézépontbél

Szabalyozasi nézépont

A rendszert a szabdlyozéstechnikai mérnok szemszgébdl mutatja, ami a szabalyozott szakasz
és a szabalyoz6 matematikai leirasan alapul. Fligg a geometriai és az elektromechanikai
adatoktol.

B g L e (B me[ a_=

PO 2ol 3 inva

It rarizs

Inbag et

Abra. A modul szabalyozastechnikai nézépontbél vizsgalva
Paraméterek és optimalizacio
A rendszer mitkodésére hato legfontosabb paraméterek a tablazatban lathatok. Itt X kdzvetlen

kapcsolatot jelul a paraméterek és az optimalizalasi kritériumok kdzott, ugyanakkor O
kozvetett kapcsolatot jeldl.
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Abra. Az egyes paraméterek viszonya a kivetelményekkel és optimalizacios kritériumokkal

Mint lathat6, az 6sszes paraméter kozvetlenll, vagy kozvetetten befolyasolja a miikodést
(nyomatékot és sebességet). Amennyiben csak azokat a paramétereket tekintjuk, melyek
kdzvetlenil befolyasoljak a rendszer 6ssztémegét (mechanizmus témege, mozgoérész témege,
allorész geometria), az optimalizécios probléma nem tiinik bonyolultnak. Ha azonban azokat a
paramétereket is tekintjik, melyek kozvetetten befolyasoljak az 6ssztomeget, a feladat

gyorsan bonyolodik.

A kovetkez6 tablazat a DSM tervezési struktura-matrixot (Design Structure Matrix) mutatja
néhany Kkivalasztott rendszerparaméterre. A legfontosabb paraméterek egyike a motor
mozgorészének geometrija és tomege. A motor mozgorésze teszi nehézzé (sét lehetetlenné) a
mechanikai terhelés és az elektromechanikus aktuator tervezésének szétvalasztasat (figgetlen

tervezéset).

w

h |1 dm

Im

mm

R

L

Cf

Cv

Im

Mechanizmus szélesség

w

Mechanizmus magassag

Mechanizmus hossz

mi
X
h X
X

Mechanizmus tdmeg

ml

Mozgorész atmérd

dm

Mozgbrész hossz

Mozgorész tomeg

mm

Motor ellendllas

Motor induktivitas

Motor er6konstans

Cf

O|X|X|O|X|X|O

Motor feszlltségkonstans

Cv

Névleges motor aram

3

Abra. DSM tervezési struktdra matrix (csak néhany paraméterre)




Lathatoan a kiilonféle mérnoki teriiletek (nézdpontok) paraméterei nagyon fliggenek
egymastdl a mechatronikai rendszerekben. A rendszer optimalizaldsanak egyediili lehetdsége
abban van, ha a rendszert integrativ modon, a kiilonb6z6 tertileteken atnyulva kezeljuk.

A tervezés soran célszerli egy nagyon redukalt rendszerrel kezdeni (pl. motor és allando
tomeg), majd egyre tobb résszel kiegésziteni a rendszert. Célszerli olyan részeket keresni a
tervezési struktira matrix segitségével, melyek fliggetlenck a rendszer tobbi részétél, ezért
azok fiiggetleniil tervezhetok.

4. Manipulatorok dinamikai tervezése

Koordinatarendszerek transzformacidja

Az egyenesvonall, Descartes-féle derékszogli, nyugvd KRSZo koordinatarendszer
megadésara forméalisan az egymasra paronként meréleges (ortogonalis) és jobbsodrast i, j, k
egységvektorok szolgalnak, melyek kijeldlik a koordinatatengelyek irdnyat. Egy tetszéleges P
pont helyvektorat a kovetkezd modon adhatjuk meg:

re= Xi +yj+zk=[x y z]"
(,,T” a transzponalt jelolése: az oszlopvektort sorvektorként irjuk fel a kisebb helyigény miatt)

Ugyanannak a P pontnak a helyzetét megadhatjuk mas-mas koordinatarendszerben is, melyek
altaldban egy adott testtel egy(tt mozognak, és az eredeti all6 koordinatarendszerhez képest

a) elforgatott

b) eltolt

c) altalanos (eltolt és elforgatott)
helyzetben vannak.
Vizsgalataink célja a mozgo- és a nyugvé koordinatarendszer koordinatai kozotti kapcsolatot
kideritése.

A mozgas esetei
Egy test egyik helyzetébol a masikba eltolassal (transzlacid) és forgatassal (rotacio) hozhatd.

a) rotacio

A mozg6 koordinatarendszer orig6ja egybeesik az all6 koordinatarendszer origdjaval, a
koodinatatengelyek viszont nem feltétlenil esnek egybe az &ll6 koordinatarendszer
tengelyeivel.

b) transzlacié

A testhez kotott koordinatarendszer tengelyei a kezdd és véghelyzetben parhuzamosak
egymassal. A két koordinatarendszer origojat 6sszekotd vektor a transzlacio (eltolas) vektora.
Ez hatarozza meg a mozgo koordinatarendszer poziciojat.

a) Elforgatott koordinatarendszer (Rotacid)



Ugyanannak a P pontnak a helyzetét megadhatjuk a nyugvo (piros) koordinatarendszerrel
azonos origoju, de ahhoz képest elforgatott KRSZ® koordinatarendszerben is, melynek eu®,
ev®, ew® egységvektorai szoget zarnak be az allo koordinatarendszer egységvektoraival. Mas
szoval a mozgd koordinatarendszer orientécidja kiulonbodzik a nyugvé koordinatarendszer

ey

re®=ue+ves+twew=[uvw]’

Itt az elforgatott koordinatarendszer formalis ey, ey, ew helyvektorai szamszerlien is
megadhatok a nyugvé koordinatarendszerben, ekkor jelolésik ©)eu, (©)€v, (0)ew.

A mozgd koordinatarendszer egységvektorait a nyugvo koordinatarendszerben azok
irdnykoszinuszaival adhatjuk meg. Az egységvektorok koordinatait egy 3*3 méretli rotacios
(forgatd) matrixban foglalhatjuk Ossze, mely a mozgd koordinatarendszer orientaciojat
jellemzi. Ha az i-dik mozgd testhez kotott koordinatarendszer rotacios matrixat tekintjik,
akkor a jelolések a kovetkezok:

i-dik mozgo6 krsz. egységvektorai

oi

[ a0 (i) (i)
TR—[m)eu ©&v (o)ew]

nyugvo krsz.-ben megadva

Példa
Az ey, ey, ew egységvektorokkal adott elforgatott koordinatarendszer tengelyei az abran jel6lt
szogekkel adottak az allé koordinatarendszerben.
a) Adjuk meg az abran lathato, i-dik testhez rogzitett mozgo koordinatarendszer ey, ev, ew
egységvektorait a nyugvo koordinatarendszerben!
b) Mekkora szoget zar be az ,,u” tengely az ,.,x, y és z” tengelyekkel?



c) Irjuk fel a rotéciés matrixot!
d) Irjuk fel az all6 koordinatarendszerben annak a helyvektornak a komponenseit, melyet

az elforgatott koordinatarendszerben az r,® =[111]" helyvektor jellemez!

Megoldas

Ad a)

Az egységnyi hosszusagu iranyvektorok komponensei a nyugvo koordinatarendszerben az
abran lathaté derékszogli haromszogekbdl egyszerlien felirhatok. Az ey vektor x—tengely
irdanyd komponenst példaul agy kapjuk, ha képezzik az egységnyi hosszisagu ey vektor x-y
sikra vett vetiletét, majd annak kiszdmitjuk az x-tengelyre vett vetiletét.

c0s30° cos45° | |+/6/4| [0,6123
8" =| cos30°sin45° |=|/6/4|=|0,6123
sin 30° 1/2 0,5

Hasonlé modon az ey komponensei is leolvashatok:

—c0s60°sin45° | | —-+/2/4| [-0,3535
€% =|—cos60° cos45” |=| —+/2/4 |=|-0,3535
sin 60° J3/2 0,866

A harmadik egységvektort az egységvektorok ortogonalitdsa (merélegessége) miatt
szamithatjuk vektorszorzassal is:

j k 0,7071
080 =elx, el = \/_/4 J6/4  1/2 |=|-07071
—2/4 —\2/4 \3)2 0

Ad b)



Az es” egységvektor komponensei egyittal az x, y, z tengelyekkel bezart szogek
koszinuszai. Tehét az o)eu”) egységvektor az egyes koordinatatengelyekkel az alabbi szogeket
zarja be:

o = arccos(0,6123) = 52,23
3 =arccos(0,6123) = 52,23
v = arccos(0,5) = 60°

Ad c)
A rotécids matrix az egységvektorok ismeretében kénnyen felirhato:

0,6123 -0,3535 0,7071
°R =10,6123 -0,3535 0,7071
05 0,866 0

Ad d)

A mozgd megfigyeld altal az elforgatott koordinatarendszerben latott [1 1 1]7 vektor az allo
koordinatarendszerben a kovetkezo:

06123 —-0,3535 0,7071]1] [0,9659
r, =Rr,™ =|0,6123 —-0,3535 0,7071|1|=|0,9659
05 0,866 0 |l1| | 1366

Elemi forgatasok rotacios matrixai

El6szor a legegyszeriibb esettel foglalkozunk, amikor a mozgd koordinatarendszert csupan
az egyik koordinatatengely korul forgatjuk el. Az ilyen forgatast elemi forgatasnak
nevezziik. A forgatas szogének nagysagara nincs kikotésiink, ellentétben a muiszaki gyakorlat
mas teriileteivel, ahol ,,elemi” alatt 4ltaldban elemien kicsiny mennyiségeket értiink



Cél: az elforgatott mozgo6 koordinatarendszerben mért r® [u,v,w] helyvektor atszamitasa az
allé koordinatarendszerben mért r[x,y,z] helyvektorba.

Az egyes koordinatatengelyek korli forgatast pozitivnak tekintjik, ha az a jobbcsavar-
szabalyt koveti (&bra). Jobb keziink huvelykujjat a koordinatatengely iranyaba forditjuk, a
tobbi begorbitett ujjunk ekkor a forgatas irdnyaba mutat. Az elforduldsokat egyezmeényes
gorog betiikkel jeldljikk: az x-tengely kortil @ (fi), az y-tengely koriil W (pszi), a z-tengely
kortil 0.(teta).

Z,

e

Y <

-
4
v

Tekintsiik el0szor azt az esetet, mikor a mozgd koordinatarendszert az x-tengely koriil @
szoggel forgatjuk el (abra)

wcosd
wsin @

<
- vsin®

)

A P pont helyvektorat jel6ljik a mozgé koordinatarendszerben r,™ =[u v w]', mig az

all6 koordinatarendszerben r, =[x y z| vektorral. Keressilk azt a rotaciés matrixot,

mellyel a mozgo koordinatarendszerben értelmezett u,v,w koordinatékat at tudjuk szamitani
az &ll6 koordinatarendszer x,y,z koordinataiba. Az abra derékszogili haromszogeibdl kifejezett
befogokkal az atszamitas konnyen elvégezheto:

X=U
y =vcosd —wsin ®
Z=Vvsin® +wcosd



Az el6bbi egyenletek matrixos irdsmoddal a kdvetkezo alakra hozhatok:

X 1 0 0 u
y[=[0 cos® -—sind| v
z 0 sin® cos® ||w

Ry (@)

Vegylk észre, hogy az Rx(®) forgatd6 maétrix oszlopaiban valoban a mozgd
koordinatarendszer egységvektorainak all6 koordindtarendszerben mért irdnykoszinuszai
allnak.

A forgatd maétrix segitségével tehat felirhatjuk a mozgd koordinatarendszerben adott
helyvektort az allé koordinatarendszerben:

- =R, (q))rP(R)
Hasonléan irhatjuk fel az y-tengely koriili W szoggel torténd forgatas matrixat (dbra):

Z,

cos¥ 0 sin¥
Ry(‘I’) = 0 1 0
—sin¥ 0 cos¥

A z-tengely koriili forgatas matrixa pedig a kovetkezo:

Ya
Yr

=7, X



cos® -sin® 0
R,(®)=|sin® cos® O
0 0 1
Osszetett forgatasok

Osszetett forgatasrol beszéliink, ha a forgatas nem csupan egyetlen koordinatatengely Kortil
tortenik.

Harom egymast kovetd elemi forgatassal a mozgd koordinatarendszer tetszéleges helyzetbe
hozhats. Ugyelni kell azonban arra, hogy a forgatdsok sorrendjét elére rdgzitsiik, mert
amennyiben felcseréljuk a forgatasok sorrendjét, mas végeredményt kapunk!
(Mechanikai tanulmanyainkbdl ismert, hogy a véges elfordulasok nem Osszegezhet6k
vektorosan!)

Példaul forditsuk el az x-y sikban fekvé Mechatronika konyvet el6szor az x-tengely, majd az
y-tengely koral 90 fokkal, majd ismételjik meg a forgatasokat forditott sorrendben!

Z) | Z)
|
y | y
i
|
d |
X | X

> ! >
| y
i
|

74 i ZA
y | y
/ | L /

| ®

X | X

> i A
|
i

® - ¥ sorrend ‘ ¥ —-® sorrend

A konyv piros szinnel jelolt véghelyzete a forgatasok sorrend;jétdl fiiggden kiilonbozo lesz!

Az elemi forgatasok egy gyakran alkalmazott sorrendje a kovetkez6: el6szor a z-tengely, majd
az Uj x-tengely, végul az Gj z-tengely koril. A forgatasok szdgeit ekkor Euler-szdgeknek
nevezik.

Az eredd forgatd matrixot az egyes elemi forgatdsok matrixainak szorzataként kapjuk, amivel
a transzformacié a kovetkez6 alakban irhat6:

r=R,(®)R,(¥)R,(©)r"

REuIer (CD,\P,@)

Példa



Legyen egy P pont helyzetét megado helyvektor a mozgé koordinatarendszerben

re® = [1 1 1]". Forgassuk el a mozg6 koordinatarendszert a z-tengely koriil ®=90 fokkal, az
Uj Xr tengely kortl ¥=90 fokkal, majd az 0j zr tengely koriil 6=90 fokkal. Adjuk meg a P
pont helyzetét az allé koordinatarendszerben!

A Zp =124 v 2 A
A A Rﬂ Xg“
\)(I) Yr P
P vy - ;20 yo T y
» X S Xp =Xg
XR o
" Zp =12}
X Zp X
cos90 -sin90 0f1 O 0 cos90 -sin90 0
r, =R, (®)R, (Y)R,(O)® =|sin90 cos90 00 cos90 -sin90|sin90 cos90 0|, =

Reuer (D, 7,0) 0 0 110 sin90 cos90 0 0 1

0 0 1J1] [1
=0 -1 0f1]|=|-1
1 0 of1| |1
-

R Euler

Mint az abran is ellendrizhetjiik, a P pont helyvektora az all6 (piros) koordinatarendszerben
re=[1-11]".

Megjegyzendd, hogy 1étezik mas gyakran alkalmazott forgatasi sorrend is (Kardan-szogek).
b) Eltolt helyzetii mozgo koordinatarendszer (Transzlacio)

A mozg6é koordinatarendszer iranyitottsdga (orientdcidja) megegyezik a nyugvo
koodinatarendszerével. Kovetkezésképpen a két koordinatarendszer egységvektorai azonosak:

eu =1, ev = J, ew = K. A mozg6 koordinatarendszer origdja az ro transzlacié-vektorral van
eltolva, ezéltal a mozgd koordinatarendszer pozicidja kiillonb6zo..




A mozg6 koordinatarendszerben mért rp™  helyvektor ismeretében az allg
koordinatarendszerben mért helyvektor az

r,=rg+ri"
Osszefliggéssel hatarozhato meg.

c) Altalanos helyzetii (forgo+haladé mozgast végzé) koordinatarendszer

Altalanossagban mind a mozgd koordinatarendszer origdjanak poziciéja, mind a
koordinatarendszer orientacidja kiilonbozik az allo koordinatarendszertél. Célunk a mozgo
testhez  rogzitett ~mozgd  koordinatarendszerben adott  helyvektor  atszamitasa
(attranszformalasa) az allo koordinatarendszerbe. A koordinata-transzformacio a transzlacié
és a rotacio szuperpoziciojaként foghato fel.

Az aladbbi abrén a robot i-dik karjahoz mereven kotott mozgo (kék) koordinatarendszerben
adott P pont helyzetét hatarozzuk meg az allé (piros) koordinatarendszerben.

o eZ(|) P
O
= G L
O, !
‘ / (O)ex(l)
"\ o/
r

Egy tetszOleges P pont helyvektorara igaz a kovetkezd Osszefliggés a nyugvo
koordinatarendszerben szemlélve:
re=ro+roe

- 7=z

koordinatarendszerben értelmezett rop helyvektort azonban koordinata-transzformacioval
felirhatjuk a mozg6 koordinatarendszerben megadott (re vektorral is:

ror="R- gre

Behelyettesitve az el6bbi 0sszefiiggésbe, egy y=Ax+b alakd, linearis, inhomogén
Osszefliggeést kapunk:

Oi
h=To+ R;1p




ahol ro a mozgo koordinatarendszer eltolasat, °'R pedig az elforgatasat jellemzi.

Az inhomogén egyenlettel leirt transzformacid specidlis esetei a kovetkezok:
Tiszta transzlacio: 9 R =1 (egységmatrix)

Tiszta rotacio: rob=>0

Egybeesd koordinatarendszerek: R =1,r, =0

Osszefoglalva az elmondottakat, ha ismerjik a mozgé koordinatarendszerben a P pont rp
helyvektorat, valamint a mozgd koordinatarendszer ro poziciojat és ©'R orientéacidjat, akkor
ezen 6sszefliggéssel meghatarozhatjuk a P pont nyugvé koordinatarendszerbeli koordinatait,
kovetkezéskeppen a (KRSZ)i—(KRSZ), koordinata-transzforméciot valdsitjuk meg.

Megjegyezziik, hogy Ilehetéség van a (KRSZ)o—(KRSZ)i inverz transzformacio

végrehajtasara is:

i0
= R-roe

ahol rop=rp-ro, valamint az “R="R™ =("R)"inverz matrix a forgatd matrix
transzponaltjaval egyenld.

Péelda

Az &bréan lathato sikbeli mechanizmus adatai kozil ismert a P pont yre koordinatja az i-dik
taghoz rendelt mozgd koordinatarendszerben és a mozgd koordinatarendszer origojanak ro

helyvektora.
OM Vv o] Yo P y

A \
Vv
u \®
Yo @ / ‘}
g
ro P
X X g

0
Keressiik a P pont all6 koordinatarendszerbeli rp helyvektorat, valamint abszolut sebesseget.es
gyorsulasat.

Megoldas



Az egyetlen (elemi) z-tengely kordili elforgatast sikbeli esetben a

o Cos® -—sin®
R,(0)=| .
sSiIn® cos®

forgatd matrix irja le. A P pont helyvektora egyszerlien megkaphato az
e = ro"‘Oi R T (1)

Osszefugges szerint az eltolds (transzlacid) és elforgatds (rotacio) szuperpozicidjaval.
Behelyettesitve a vektorkoordinatakat

X| | X N Cos® -—sin® (u
y| |y,| |sin® cos® |v
Sebesség
A P pont sebességét id6 szerinti differencialassal (szorzatfliggvény!) nyerjiik:

Fo =Fo + Rz (®)'(i) r+R, (®)'(i) fo )

A forgatd matrix derivalasakor a lancszabalyt alkalmazzuk, ahol ©a mozgd
koordinatarendszer pillanatnyi sz6gsebessége:

—sSin® -—cos®
aRz(®) @ —
00

R,(®) = Q]

cos® -sin®

Vegyiik figyelembe tovabba, hogy a merevtestszerii mozgas miatt az (yrp vektor a mozgd
koordinatarendszerhez képest sem hosszat, sem iranyat nem valtoztatja, ezert ; r, =0 .

x]_[%o ], —sin® —cosO | ue
v |V,| | cos® —sin® | ve
Egy masik lehet6ség szerint (1) egyenlet atrendezésével
re—To =R,fp =1 =R, (rp — o) (it R} =R;)
Ezt helyettesitsiik (2)-be:
Ip =io +R,(©)-R; (rp —Tp)
Elvégezve a részmiiveletet
—sin® —cos®f cos® sin®] [0 -©
R z (©)- RI =0 =
cos® —sin® | —sin® cos®| |® 0
A sebesség ezzel



x| [%] [0 —O|x-X,
-+ 3)
y Yo ® 0 |Y-Yo

Gyorsulas

A gyorsulas hasonlé modon nyerhet6 a (3) sebesség id6 szerinti differencialasaval.

y Yo © 0 [y-Yo ® 0 |y-Yo
Egyszeriisités es (3) alkalmazésa utan

y Yo ® -0°|y-Yo
Az eredmény nem meglepd, a szallitd gyorsulds komponensek a kormozgas tangencialis és
centripetalis gyorsulasai.

Homogén koordinatak

Amint megallapitottuk, egy altalanos helyzetben 1év6 mozgd koordindtarendszer
(KRSZ)i—(KRSZ)o transzformacidja a

Oi
e =ro+ R
linearis, inhomogén osszefliggéssel (y=Ax+b) irhato le. A tovabbi szamitasok egyszerlisitése
érdekében kis atalakitassal, a vektorok dimenzidjanak bdvitésevel, az 6sszefliggés homogénné

(y=A"X) tehetd. Vezessilkk be a rotaciot és transzlaciot egyittesen leiré 4x4-es T
transzformacios matrixot az alabbiak szerint:

T Rotacios matrix(3*3) Eltolas vektora (3*1)
- 000 1

valamint egészitsik ki a helyvektorokat egy negyedik elemmel, 1-gyel:

. _|Tr s _|wfe o_| R To
i T T

Most ellendrizziik le, hogy a

+

I

i @)




homogén transzforméciot leird egyenlet valoban egyenértékii-e az inhomogeén egyenlettel?

r, _ R 1yl @h IR e =Rl +1g
1 000 1 1 1=1

\_W—J
T°

A homogén transzformécido valdoban egyenértékii az inhomogén transzformacidval, sot
jarulékosan egy 1=1 azonossagot is tartalmaz.

Fa-struktiraju mechanikus rendszerek kinematikaja

Csak nyitott, elagazas nélkili kinematikai lancokkal foglalkozunk, melyre jo példa egy ipari

robot. A kinematikai viszonyok leirdsa ebben az esetben egyszerlien, egymast kovetd
koordinata-transzforméciokkal és rekurziv algoritmusokkal elvégezhetd.

Test,

Példaul az i-dik koordinatarendszerben adott gyre* vektort az (i-1)-dik koordinatarendszerben
a

+ i +
iyl = Ti—l'(i) e

Osszefliggéssel szamithatd, melyet felhasznalhatunk az i-2-dik koordinatarendszerben mért
koordinatak kiszamitasahoz:



(i- 2) TlI Zl(T—l (i) )
%f_/

(i)

Folytatva az eljarast, végul eljutunk az allé koordinatarendszerben mért koordinatakhoz:

1 i—2i-1-i +
o =Ty . T T" 2Tiam e

)

o

Az egymast kovetd transzformacios matrixok szorzataként nyert Tjeredd transzformacios

matrixszal kapcsolatot teremthetiink a kinematikai I&nc utols6, mozgd koordinatarendszerében
mért koordinatak, valamint az allé koordinatarendszerben mért koordinatak kozott.

Példa

Egy robot mozgasat a (piros) allo koordinatarendszerben szemléljuk. A robotot most csupan
két forgomozgasu aktuator mikddteti: Az egyik a fiiggbleges tengely koriili forgatast végzi
(pillanatnyilag 01 szoget zar be az alaphelyzettel). A méasik a k> hosszusagu kar forgatésat
végzi a fliggbleges ki1 hosszUsagu karhoz képest (most 02 sz0ggel jellemezzik a kar helyzetét).
A robotkarok jelenleg az S sikban vannak.




Hatarozzuk meg a robotkarra szerelt befogd (effektorpont) helyvektorat az 4&llo
koordinatarendszerben, homogén koordinatatranszformacié segitsegével!

Megoldas geometriai szemlélet alapjan

A végeredményt egyszerli geometriai szamitasokkal is megkaphatjuk, amit ellendrzésiil
fogunk felhasznalni.

X =k, cos®, cos®,
y =k, cos®,sin®,
z=k,+k,sin®,

Megoldés homogén koordinatatranszformécioval

a) K1 koordinatarendszer, (A pont):

A KRSZy &ll6 koordindtarendszerhez képest a Ki koordinatarendszer (abran kék szinnel
jelolve) 01 szdggel van elforgatva a zo tengely korul. Eltolas nincs a két koordinatarendszer
kozott. A forgatds R;(81) matrixat (...) szerint felirva és a zérus transzlacidvektorral
kiegészitve a transzformacids matrix a kovetkezo:

cos®, sin®, 0
, |sin® cos®, 0 O
T, = |
0 0 1
| 0 0 0

b) KRSZ; koordinatarendszer, (A—B pont= két forgatas+1 eltolas)

A koordinatatranszformacio tobb 1épésbol all: a cél az, hogy a B pontban 1év6 krsz X tengelye
a kovetkez6 (P) csuklopont felé mutasson. Ha ez cask tobb forgatasal érheté el, akkor az x, z,
x tengely koruli forgatasi sorrendet kell kdvetni. El6szor a KRSZ1-t 90 fokkal el kell forgatni
az x tengely korul

1 0 0 1 0 O
R, =0 cost —sin=|={0 0 -1
2 2

010

0 sinE cosE
2 2 |

Ezt kovetben a z-tengely koriil 02 szoggel forgatjuk el a koordinatarendszert.



cos®, -sin®, 0
R, =|sin®, cos®, O
0 0 1

Igy az x2 koordinatatengely mar a kovetkezd, P csuklopont felé mutat.
Az eredd rotacios matrix a ket elemi rotacios matrix szorzata:

cos®, -sin®, O
R,=R,R;=| 0 0 -1
sin®, cos®, O

A forgatasokhoz ki transzl&cid is tarsul z iranyban. Ezzel a transzforméacids matrix

cos®, -sin®, 0/ 0

.| o 0 -1 0
T =] .

sin®, cos®, 0 Kk

| 0 0 0 1

¢) Kz koordinatarendszer (B—P pont)

A K3 koordinatarendszer a K»-koz képest nincs elforgatva (R=1) csupén x-iranyban ko-vel van
eltolva. A transzformacids matrix igy:

Az ered6 transzformacios matrix a rész- transzformacios matrixok szorzasaval kaphato:

Effektorpont
koordinatai

CoS®,cos®, —cos®,sin®, sin®, |k,cos®,cosO,
sin®, cos®, —sin®,sin®, -cosO, | k,sin®, cosB,
sin®, cos0®, 0 k,sin®, +k,

0 0 0 1

To =TT, =

Az effektorpont jelen esetben a K3 krsz origdja (P pont), melynek koordinatait az ered6
transzformacios matrix utolsé oszlopabol olvashatjuk le. Ez kdnnyen belathato, mivel a K3
krsz-ben értelmezett helyvektort zérusnak tekintjik ( yrp=0), ami maga a K3 krsz origdja:



[cos®, cos®, —cos®,;sin®, sin®, k,cos®,cos®, | [0] [k,cos®,cosO, |

sin®, cos®, -sin®;sin®, -cos®; Kk,sin®,cosO, | |0 k,sin®, cos®,
o =Towlp = 4 =
sin@®, cos®, 0 k,sin®, +k; 0 k,sin®, +k;

Az eredmény megegyezik az elemi szamitassal kapott megoldéassal.
Denavit-Hartenberg modszer

Az el6zéekben bemutatott 4*4-es matrix(, rotaciot és transzlaciot magaban foglald
koordinéata-transzforméciés maddszer egy elterjedt valtozata a Denavit-Hartenberg modszer,
mely térbeli mechanizmusok kinematikajanak szisztematikus leirasara lett kidolgozva. A
modszer egységes és minimalis szamu paramétert hasznal a merev testekbdl allo rendszer
kinematikajanak leirdsara. Az egységesités alapjat az egyes merev testekhez rendelt
koordinatarendszerek kijelolésének szabalyai képezik.

Az abran egy tobbtest-rendszer két szomszédos tagjat lathatjuk. Az egyes testekhez rendelt
koordinatarendszerek kijel6lése soran az alabbi szabalyokat kell betartani:

-z =7

dik eés (i+1)-dik csuklotengelyek normdl transzverzélisanak (n.trv), valamint az (i+1)-dik
csuklotengelynek a metszéspontjdban helyezkedjen el. (Normdl transzverzalis: kitérd
tengelyek esetén az az egyenes, mely mindkét tengelyre meréleges)

-z =7

a) az Xxi-tengely a meghosszabbitott normal transzverzalis irdnyaba mutasson
b) azi-tengely az (i+1)-dik csukl6tengely iranyaba mutasson
C) az yi-tengely a jobbsodrasu koordinatarendszernek megfeleld legyen



i+1. csuklo

i. csuklo

A KRSZ; koordinatarendszer helyzetét a KRSZi.1 koordinatarendszerhez képest négy Denavit-
Hartenberg paraméterrel adhatjuk meg:

Oi az x-koordinata tengely iranyanak valtozasa, <(X; ;,X;)

di az Xi-1 és xi tengelyek az Oi.1 és Ni.1 pontban metszik a zi1 tengelyt, d, =0, ,N, , .
ai a i-dik es (i+1)-dik csuklotengely normal transzverzalisanak hossza, a; = N0, .
Qi a i-dik és (i+1)-dik csuklotengely sz6gének megvaltozasa, <(z, ;,z;)

Ezekkel a paraméterekkel a KRSZi — KRSZi1 koordinata-transzformacio harom egymast
kovetd elemi transzformacioval végezhetd el:

a) a KRSZi. elforgatasa zi-1 tengely kortil ©; szoggel (nincs transzlacio):

cos®;, -sin®; 0

sin®, cos®, O

Tl(®i) = 0 ' 0 1
0

0 0

O O O

b) Eltolas az x; tengely mentén a; értékkel, valamint a z;.1 tengely mentén d; értékkel (nincs
rotécio) :

1 0 0 a
010 O
T2(ai’0'di)= 00 1 d
0 00 1

c) Elforgatas az xi-tengely koriil oj szdggel (nincs eltolas):



1 0 0
0 cosa; -—sina;
0 sina; cosaq,
0 0 0

Ty(a) =

O O O

A hérom elemi transzformacié matrixanak Osszeszorzasaval kapjuk azt az eredd homogén
transzformacios matrixot, mellyel a KRSZi koordinatait atszamithatjuk a szomszédos KRSZ;.1
koordinataiba:

Cos®; -—sin®,cosa; sSiN®;sina; o, CoSO,

T sin®, cos®,cosa;, —CoSO,sina; a,sinO,
N sin o, cosa,; d,
0 0 0 1

A gyakorlatban eléfordul6 specialis esetek a kovetkezok:

1) Altalaban az alkalmazott csuklok (a csuklokban elhelyezett motorok) 1 szabadsagfokuak.
Ekkor a 4 DH paraméter kozil az egyik biztosan altalanos koordinata lesz. Forgd csuklénal
0, =q,, transzlacios csuklonal (linearis aktuatornal) di=gi.

2) A DH moddszer paraméterei nem mindig egyértelmiiek. Példdul parhuzamos tengelyeknél
végtelen sok normal transzverzalis létezik, ezért di értéke hatarozatlan. Célszer(i ilyenkor a
di=0 érték valasztasa.

3) Egymast metsz6 tengelyeknél aj=0

4) Egymast derékszogben metszd csuklotengelyek esetében ai=0 és ai=mn/2.

5) Az allo (legels6) koordinatarendszer z-tengelye csuklotengely irdnyaba mutasson.

6) Az utolso koordinatarendszert célszer(i az effektorpontba helyezni ugy, hogy x-tengelye az
el6z6 normal transzverzalis irdnyaba mutasson.

Példa
Az elézéekben a homogén transzformacidés matrixok modszerével megoldott feladatot
vizsgaljuk a DH-modszerrel!



Elészor tablazatot készitiink az egyes koordinatarendszerek jellemzdirdl. Ez a feladat
legnehezebb része, amihez jol kell értelmezni a DH-paraméterek jelentését.

KRSZ. sorszdma C) d a A megjegyzés
1 01 0 0 0 forgatas z korul
2a 0 k1 0 /2 eltolas+forgatas x-korul
2b 02 0 0 0 forgatas z-kordil
3 0 0 ko 0 eltolas

Az egyes merev testekhez rendelt koordindtarendszerekben mért koordintak
transzformalasakor minden esetoen a T,* DH transzformacios méatrixot alkalmazzuk

A feladat az effektorponthoz rendelt mozgd koordinatarendszer és az allo koordinatarendszer
kozotti  koordinata-transzforméacié felirasa. A feladatot a fa-struktdraju rendszerekre
kidolgozott DH-modszerrel oldjuk meg.

A KRSZ;—KRSZo koordinata-transzformacié matrixa (forgatas z-kortl)



Cos®, -sin®,
o |sSin®; cosO,
T, =
0 0
0 0

o O O
O O O

A KRSZ,—KRSZ; transzformaciot két 1épésben szamitjuk: elészor a koordinatarendszert
eltoljuk az Oz pontba és elforgatjuk az x tengely korl:

1 0 0 O

1 00 -1 0
T,a=

01 0 Kk

00 0 1

Ezt kdvetden a koordinatarendszert az O pontban elforgatjuk a z-tengely korl:

cos®, -sin®, 0 O
Tih— sin®, cos®, 0 O
0 0 10

0 0 01

A mésodik koordinatatranszforméacid eredd transzformacios matrixa;

cos®, -sin®, 0 O

0 0 -1 0

T, =T,aT,b=| .
sin®, cos®, 0 Kk,
0 0 0 1

Végil a KRSZ3—KRSZ, transzformaciot (eltolast) alkalmazzuk:

K,

o O O -
o O +— O
O » O O

0
0
1
Az ered0 transzformacids matrix:

Effektorpont
koordinatai

cos®, cos®, —cos®,sin®, sin®, k,cos®,cosO,
sin®, cos®, -—sin®,sin®, -cos®, k,sin®,cosO,
sin®, c0sO, 0 k,sin®, +k,

0 0 0 1

T =TOTIT2 =




A negyedik oszlop els6 harom eleme az effektorpont (Os) koordinatajaval egyezik meg.
Gondoljunk arra, hogy ha a KRSZs-ban egy zérus helyvektort adunk meg, akkor annak
koordinétai az &ll6 koordinatarendszerben:

X3

Y3

_ 70
=T,
Z3

O O O

valéban a transzformacids matrix utolsé oszlopanak elemei. Egyébként ugyanazt az
eredményt kaptuk, mint el6z6 szamitasaink soran.

Direkt és inverz kinematikai feladat

Egy mechanizmus vagy hajtaslanc mozgastani viszonyainak tervezése soran két alapfeladattal
talalkozhatunk:

a) Ismertek egy adott idépontban a mechanizmus helyzetét megado altalanos koordinatak (a
forgdbmozgésu aktuatorok szdgelfordulésait, a linearis mozgasu aktuatorok elmozdulésait
leird g vektor), keressiik az effektorpont (vagy a hajtaslanc utolsd elemének) helyzetét
megado r vektort. A megoldando

r=1(a)

egyenletet direkt kinematikai feladatnak nevezziik, mely &ltaldban egyszerli geometriai
megfontolasokkal is megoldhato. Ez a feladattipus ritkéan fordul el6.

b) Keressiikk az altalanos koordinatak (az aktuatorokat jellemz6 szogelfordulasok,
elmozdulasok) azon értékeit, melyeknél a P effektorpont (vagy a hajtaslanc utolso
elemének) helyzetét megado r vektor egy eldirt értéket vesz fel. A megoldando

q=1"(r)

egyenletet inverz kinematikai feladatnak nevezzuk. Inverz kinematikai feladat gyakran
fordul eld, mivel tobbnyire valamilyen eldirt r=r(s(t)) palyagorbe szerinti mozgést
szeretnénk megvaldsitani. Az inverz kinematikai feladat megolddsa &ltaldban a
nemlinearitasok és az egyenletek implicit jellege miatt bonyolult, sok esetben nem is
egyértelml.

A P pont szabadsagfokatol, illetve a mechanizmus szabadsagfokatol fiiggéen beszélhetlink
hatéarozott, illetve hatarozatlan feladatrol.

Az abran a sikbeli mechanizmus P effektorpontjanak szabadsagfoka n=2 (két iranyud
elmozdulasa lehetséges, két fiiggetlen x és y koordinataval egyértelmiien megadhato a
pozicidja). A mechanizmus szabadsagfoka szintén m=2, mivel két fiiggetlen adattal (®1 és O
altalanos koordinatdkkal) egyértelmiien megadhatdé a helyzete. Az n=m esetben a
mechanizmus lehetséges mozgasterében altalaban egyértelmii megoldast kapunk (....példa),
vagy Vvéges sok megoldas létezik (&bra). Példaul az abran feltlintetett ki és ko hosszusagu
karokbol allo6 mechanizmusnak két (szimmetrikus) helyzete is teljesiti a kdvetelmenyeket.



yA

Amennyiben a mechanizmus szabadsagfoka nagyobb a pont szabadsagfokanal, végtelen sok
lehetséges megoldast kaphatunk. Ha az elébbi feladatot a () abra szerinti 3 karos sikbeli
mechanizmussal valdsitjuk meg, akkor mint azt az dbrabdl is megallapithatjuk, végtelen sok
megoldast kapunk, melyekbdl csupan négyet tiintettiink fel. Valamilyen optimum-Kritérium
eldirasaval a feladat ilyenkor is egyértelmivé tehetd (példaul a ki kar ®: elfordulasi szoge
legyen minimalis).

y A

Példa
Egy darusautd gémjét egy hidromotor (rotacids aktuator) forgatja az A pont koril. A gém
hosszat pedig egy hidraulikus munkahengerrel (linearis aktuator) lehetséges valtoztatni.




a) Hatarozzuk meg a gém P végpontjanak (effektorpont) helyzetét az altalanos koordinatak
fliggvenyében!

b) Tételezziikk fel, hogy egy fliggdleges siku falat kell lefesteni a darusautd kosarabol.
Hatarozzuk meg egy eldirt P(y) helyzethez tartozo altalanos koordinatakat!

c) Tételezzik fel, hogy a falat vy=allandé sebességgel festik. Adjuk meg az altaldnos
koordinatak idéfiiggvényét!

ad a)

Az r=f(q) direkt kinematikai feladatot kell megoldanunk. A direkt kinematikai feladat szerint
az altalanos koordinatakat, mint egy tobbvaltozos fuggvény flggetlen valtozoit tetszés szerint
megvalasztva (az aktudtorrokat fliggetleniill mikddtetve) a gém végpontjanak helyzetét
keressuk.

Legyen a két altalanos koordinata kozil az egyik a hidromotor szdgelfordulasa (q1=0), a
masik a hidraulikahenger dugattydjanak elmozdulasa (q2=k).

Az abra APB derékszogli haromszogébdl egyszerlien felirhatjuk a P pont abszolut
koordinatait, mint az altalanos koordinatak fliggvényét:

y=(h+q,)sing,
x=(h+q,)cosq,

ad b)

Most a q=f"1(r) inverz kinematikai feladatot kell megoldanunk. Az altalanos koordinatak azon
értékeit keressiik, melyek az elGirt palyagorbe egy-egy pontjat eredményezik A mostani
egyszerl esetben geometriai szemlélettel egyszerii megoldasra juthatunk.



E < 0=q, \

Vélasszuk egy tetszéleges pozicid jellemzésére a P pont y koordinatajat, mint paramétert. A
0O szogelfordulas a derékszogii haromszogbdl egyszeriien szamithato:

q, =arctg
a

A dugattyd elmozdulasat a Pythagorasz-tétel alapjan szamithatjuk:

q, = a’+ y2 ~h
Ezzel tetszdleges y paraméterhez sikeriilt meghataroznunk az altalanos koordinatékat.

ad c)
Ismert a befutott r=r(s(t)) palyagérbe, mint a t id6paraméter fiiggvénye. A palyagorbe
paraméteres egyenletrendszere

X=a

y=v,t

Helyettesitstk y kifejezését az altalanos koordinatak kifejezéeseibe:

Vv
q,(t) = arctg(?yt)

q,(t)=,a’ +(v,t)* —h

Megjegyzés
A feladat megoldhaté a palyagérbe paraméteres egyenleteinek a direkt kinematikai feladat
egyenleteibe vald helyettesitésével is:

v,t=(h+q,)sing,
a=(h+q,)cosq,

Osszuk el a két egyenletet egymassal, hogy az egyik altalanos koordinatat kifejezhessuk:

Vyt Vy
rul tgg, — q.(t) = arctg(?t)




A masodik egyenletbe visszahelyettesitve q; értéket, a gz altalanos koordinata is kiszamithato:

a
q,(t) = ——-h

cos(arctg(?y t))

A bemutatott nagyon egyszerii példa esetén konnyen megoldottuk az inverz kinematikai
feladatot. A meghatarozott qi(t), g=(t) fuggvények vezérlés esetén a kivant effektorpont
elmozdulast eredmeényezik, szabalyozas esetén pedig alapjelként szolgalnak.

Bonyolultabb esetekben (méar a kétkard mechanizmusndl is) matematikai nehézségekbe
utkdzhetunk.

Jacobi-matrix
A kovetkezd részben 0sszefliggést keresiink az effektorpont sebessége, valamint az altalanos
koordinatasebessegek kozott. Az &ltalanos koordinatasebességek ismerete példaul az

aktuatorok tobbhurkos szabalyozasakor sziikséges.

Legyen az allé (globalis) koordinatarendszerben az effektorpont helyvektora r, az altalanos
koordinatak vektora pedig g, a kozottiik 1évé kapcsolat pedig

r=f(q)

Derivéljuk az egyenletet id6 szerint és kozben alkalmazzuk lancszabalyt, mivel az f figgvény
g-n keresztiil fliggvénye az idonek,

. of | .
r=a—q=J(Q)q
q

A kapott sszefiiggésben a derivaltat jelolé J(q) az Un. Jacobi-matrix, melynek elemei

of.

==+
) aql

szabaly szerint szamitandok. Amennyiben J(q) reguléris (determindnsa nem nulla), az
altalanos koordinatasebességek kifejezhetok:

q=J3"(@r

Példa
Hatarozzuk meg az el6z6 példaban az altalanos koordinatasebességeket (©® =?, k=?), ha a
gém P pontja vy=alland6 fliggbleges sebességgel mozog!

A P pont sebességvektora az allé (globalis) koordinatarendszerben



.| X
r=|.
y
(Most a fliggéleges mozgas miatt az x-irdnyl sebességkomponens zérus). Az &ltalanos

| 2 | S

A P pont koordinatai és az altalanos koordinatak kozotti f(q) fliggvénykapcesolat az el6zo
példabdl ismert:
x=(h+k)cos®

y=(h+k)sin®

Képezziik a Jacobi-matrix elemeit
ox ox

j_| @ o _[—(h+k)sin® cos@}

| | (h+k)cos® sin®

0 ok

A P pont sebessége az altalanos koordinatasebességek fiiggvényében a kovetkezd
Osszefuggessel szamithato (ez a direkt kinematikai feladat):

X| |=(h+Kk)sin® cos® e}

y| | (h+k)cos® sin® | k
A feladat szerint azonban az altaldnos koordinatasebességeket kell meghataroznunk (ez az
indirekt kinematikai feladat), amihez a Jacobi-matrix inverzére van szikségunk. Egy matrix
inverzét a jol ismert

S _ 2did)
det(J)

szabaly szerint szamitjuk. El6szor a Jacobi-matrix determinansat szamitjuk ki:
det(J) = —(h +Kk)sin?® — (h + k) cos® ® = —(h + k)

Az adjungalt matrix az eldjeles aldeterminansok transzponaltja:

. sin® —Cc0s®
adj(J) = ]
—(h+k)cos® —(h+k)sin®
Ezekkel a Jacobi-matrix inverze:
4 1 sin® —Cc0s®
h+k|—(h+k)cos® —(h+Kk)sin®

Az dltalanos koordinata-sebességek a ¢ = J 7 (q)f egyenletbél szamithatok:



® ~ 1 Sin® —Ccos® X
Kk __m[-(mk)cos@ —(h+k)sin®}{y}

Mivel v, =X =0, ezért a megoldas tovabb egyszeriisodik:
. cos® v,
h+k

k:sin®~vy

Megjegyzés
Ebben az egyszerti esetben az eredményeket a relativ mozgas

v = Vszéll + VreI

absz

Osszefliggésevel is megkaphatjuk. A P pont abszollt sebességét az allé koordinatarendszerben
1évé M1 megfigyeld fiiggblegesnek latja, mivel a pont a fliggéleges hal mentén mozog. A
hidraulikus munkahengerrel egyiitt forgd &-n koordinatarendszerben helyet foglaldé Mo

megfigyeld a P pontot Vv, =k sebességgel latja mozogni a & tengely irAnyaban. A P pont
szallitd sebessége forgd koordinatarendszer esetében v, =(h+k)®. A sebességeket
abrazolo vektorabrabol

. . \'
Vogan = (h+K)®@ =V, cos® — O = - ykcos@)
+
Verg =K =V, sin® - k=v,sin®

Voszll

VPabsz

Prel




Illusztrativ példa:Golydlebegteté
(nemlinearis dsszetett rendszer allapottér modelljének munkaponti linearizalasa)

A golyolebegtetd (magnescsapagy) példdjan mutatjuk be egy nemlinearis rendszer
allapotegyenletének felirasat és annak munkaponti linearizalasat. Az m=1 kg tomegli mozgd
vasmagot az all6 vasmagtol ho=0,001 m tavolsagra akarjuk lebegtetni az elektromagnes
megfeleld gerjesztésével.

R

Cofrmmmmmmmmmmmmm e L

h >
! 0,15H

A tekercs induktivitdsa a magneskor légrésének filiggvenyében valtozik, amit méréssel
hataroztunk meg (az Osszefliggés analitikusan is levezethetd6 a magneses Ohm-trvény
alapjan):

¢, _ 00003
c,+h 0,002+h

L(h) = (H)

a) A villamos kor egyenlete
A huroktérvény alapjan:

d
u—IR-—(LI)=0
5 ()

A derivalasnal figyelembe kell venni, hogy a tekercs L(h) induktivitdsa nem allando, hanem a
valtoz6é méretli h(t) légrésen keresztiil az id6 fliggvénye. A derivalast a lancszabaly szerint
vegezzik:

u—|R—(%-@| +Lﬂ)=o
dh dt dt
U-IR+—32 _f.p——2 =0
(c, +h) C, +h
Az aram derivaltjara rendezve az egyenletet:
C,+h  h-l C, +h

@)



b) A mechanikus rész egyenlete
A Free-body diagram alapjan: mg - F, = mh
VAN A A

VAVAVAVAY

VvV
po P
mgl l+

Itt a magnesteér altal a tomegre kifejtett Fm eré a magneses tér energiajanak (potencialjanak) h-
szerinti derivéltja (gradiense):

dE d Li*, i c,i’
Fo=—"(=""1()=-"= ( )=
dh  dh" 2 2 dh c0+h 2(co+h)
fogo—al )
-9 2m(c, + h)?

c) A szerkezet allapottér modellje
Az éllapottér modell &ltalanos,

x=f(x,u)

nemlinearis esetével allunk szemben. Az allapotvaltozdk legyenek a tomeg ,,h” elmozdulasa,
’ h” sebessége ¢s a tekercs ,,I” arama, igy az allapotvektor:

h
Xx=|x,|=|h
Xq |

Az (1) és (2) egyenletet a derivaltakra rendezve az allapottér-modell altalanos alakjat kapjuk:




Szokésos jeloléssel felirva az allapotegyenletet:

Xl fl ()_(’ u) X2 2

C, X
X = f X1u — _ 173
? (X, U) 2m(c, +X,)?

X3 fo(x,u)
= C, +X X, -+ X C, + X
A T S X, -R 0N
L C, Co +X; C, i
ami harom elsérendii nemlinedris egyenlettel is leirhato:
% = f(xu)=x,
2
y C1X3
X2:f2()_(1u):g_2 2
m(CO + Xl)
. C, +X X, - X C, +X
X, = f,(x,u)="—>u+-2-—"2-x,-R2—
C, Co +X; C,

Ez nyilvanvaléan egy nemlinearis allapotmodell, mivel az allapotvaltozok hatvanyai és
szorzatai is szerepelnek benne. Tegylik fel, hogy a tomeget az all6 résztol allandd ho
tavolsagban szeretnénk tartdsan tartani. Ez a rendszer munkapontja, ahol a témeg zavaras
nélkul statikai egyensulyban van. Amennyiben a rendszer a munkapont korul csak Kkis
elmozdulasokat vegez, akkor a rendszert a munkapontban linearizalhatjuk.

d) Az allapottér-modell munkaponti linearizalasa

A munkapontban a rendszer nyugalomban (és ebbdl kovetkezden egyenstulyban) van, vagyis
nyugalom esetén az allapotegyenletekben az 6sszes 1d6 szerinti derivalt zérus. Amennyiben a
munkaponti ho tavolsagot el6irjuk, akkor a hozza tartozo allapotvaltozok és gerjesztd jelek az

alabbiak szerint hatarozhatok meg.
A (2) egyenletben a gyorsulas zérus, ahonnan a munkaponti aram adodik:

2
gl L0 1 = = (6 +hy) |29 = (0,002+0,000) |22~ 0,745 A
2m(c, + hy) c, 0,0003

2
%, = f,(x,U) =g —L)z=o—> Xz = (Co + Xy0) fzcm = 0,7445 (A)
1

Az (1) egyenletben az aram valtozasa és a sebesség is zérus, ahonnan a munkaponti feszlltség
szamithato:



(o C, +h, C,

2mg

U, = I,R = (c, +h,) ‘R =0,7445-2 =1,549 V

1

+X X, - X Co +X

X3:f3(x,u):C° Lu+ 2= —-x,-R2—L=0->u, =(c, +Xp) Zﬂ-R:l,549 V)
- c, Co + X% c, c,

A munkaponti allapotvektor tehat

Xg0 hy 0,001
Xo = | Xy | = 0 = 0
Xeo | | (c,+hy) |2M9 | 07445
C1

a munkaponti gerjesztés pedig
2mg

U, =(c, +hy) -R=1549

1

Az x=f(x,u) allapotegyenlet ho munkapontbeli linearizalasakor a jobb oldalon &llé
f (x,u) kétvaltozds flggvenyt Taylor-sordnak lineéris tagjaival kozelitjik:

of (x,u)

)_.(: f()_(o, UO),+ T X 81:()_(,[])
ﬂf_) a)_( |

u—u
- ),
U, X=Xp

= ()

(X=Xp)+

ahol f(x,, U,) =X, =0, mivel a munkapontban az allapotvektor idd szerinti derivaltja zérus,

ezért az allapotegyenlet jobb oldala is zérus. (Az el6z0 pontban éppen ebbdl a feltételbdl
hataroztuk meg a munkaponti aramot, gerjesztést, sth.) Vezessik be a munkaponttdl valo
eltérésekre a Ax=X—-X,6s Au=u-u, jeloléseket. Vegylk figyelembe tovabba, hogy

AX = (X—X,) = X, mivel az &lland6 x, allapotvektor id8 szerinti derivaltja zérus.

A munkapontban szamitott derivaltak (a rendszermatrix és a bemeneti vektor) jel6lésére
vezessik be az

of (x,u)
A = — 4
= 8)_(T X=Xg ( )
- 01 (c) -
ou u=Uug

jeloléseket. Ezekkel a helyettesitésekkel jutunk a linearis allapottér-modellhez, amit jelen
esetben a nemlineéris rendszer munkaponti linearizalasaval kaptunk:



AXx=AAX+bAu

Vegyiik észre a valtozok el6tt allo delta jelet. Tehat ez a linearizalt dsszefliggés csak a
munkapont koruli kis Axallapotvéltozasokat irja le a munkapont kordli kis Au

gerjesztés-valtozasok hatasara. Sok esetben megtévesztd lehet, hogy a delta jelet elhagyjak,
de ekkor is hallgatélagosan a munkapont korli kis valtozasokrdl van szé.

Az A rendszermatrix szamitasa a (4) osszefliggés szerint torténik, ahol a matrix i-edik
soranak és j-edik oszlopanak elemét az
_of
iji = AL
OX;
szabaly szerint szamitjuk. (megjegyezzik, hogy ezt a matrixot Jacobi-matrixként is szokas
emliteni). Tehat

o o o] | '

X, OX, OX, 0 1 0 0 1 0
a=|de do | G g G% | g59 o 258
= |ox, oOx, ox, M(Cy + Xyp) M(C, + Xy) 0 258 -20

A I TS ST CRN

OX,  OX, OXg |lx, C, (o Co + Xy C,

i Jx L ]

A bemeneti vektort az (5) 6sszefliggés szerint szamitjuk:

o,
ou 0 0
b= % =l 0 |=|o0
u
af3 Co + Xy 10
2 Cl
_aU_Xo

u=u,

Ezzel a golydlebegtetd ho munkapontban linearizalt allapotegyenlete a kdvetkezd:

AX, 0 1 0 AX, 0
v ClX30 CIXSO
AX 0 10 0 10 AX C0 + XlO
3 O X30 (CO + XlO ) R 8 Cl
i Co + Xy C, ]

Konkrét adatokkal



AX, 0 1 0 | Ax 0
AX, |=16159 0 —-258|Ax, [+| 0 |Au
AX, 0 258 -20 | Ax,| |10

e) A rendszer atviteli fliggvénye

A szabélyozd megtervezéséhez ismerni kell a szakasz atviteli fliggvényét, hogy a rendszer
polusairdl és zérusairdl képet kapjunk. A munkapont kordli Kis valtozasokra vonatkozo
atviteli fliggvényt a linearizalt allapottér modellbél is kiszamithatunk:

AH(S) 1 a
(S)=AU(S)=9 (sI-A7b
Itt az
S -1 0
(sl -A)=|-6159 s 25,8
0 -258 s+20

matrix inverzének kiszdmitasdhoz szilkség van a matrix determinansanak és adjungaltjanak
Kiszamitasara.
A determinans

det(s] — A) = s[s(s+20) + 258- 25,8] +1[-6159(s + 20)] = s° + 20s” + 497,45 123180

Az adjungalt matrix

[s2 1205+ 6656 6159s+123180 1589022 |
adj(sl - A) = s+20 s? +20s 258s =
~258 — 2585 s? — 6159
(s24+20s+6159 s+20 —258
=[6159s+123180 s?+20s —258s
1589022 2585 5% —6159

Az atviteli fuggvény



G(s) = ¢ (sl —=A) b=
(s) AU (sl-A)"b
s24+20s+6159 s+20 —-258 |0
[L 0 0]6159s+123180 s®+20s —258s | O
1589022 258s s —615910 _ 58
B s3 4+ 20s? + 497,45 — 123180 5% 420s? + 497,45 —123180

f) Szabalyozo tervezése
Vizsgaljuk meg, hogy aranyos szabalyozoval lehet-e stabil miikodést elérni?

,,,,,,,,,,,

AHo(S) AU(S) —258 AH(s)
— K > G(s) = —%XFH
(s) s® +20s® +4975-123180

K erdsités esetén a zart rendszer atviteli fliggvénye

CH@) — 258K

Y (S) o T o3 2
Ho(s) s°+20s°+497,45-123180- 258K

Erre alkalmazhatjuk a Hurwitz-kritériumot. A karakterisztikus egyenlet egyttthat6inak azonos

elgjeliinek kell lenni, tehat
123180

258

K< =477

A karakterisztikus egyenlet egyutthat6ibdl képzett determinans

a,, a,; 0] |20 -123180-258K 0
D=|a, a,, 0 |=|1 497,4 0
0 a,, a,4 |0 20 —123180- 258K

Az aldeterminans
D, =20-497,4—-(-123180-258K) >0 — K >-516

Vagyis a stabil miikodés feltétele



—515<K <477

Itt K mértékegysége V/m. A negativ eldjel érthetd, ha meggondoljuk, hogy nagy légrés
esetén nagy pozitiv fesziiltséggel kell gerjeszteni a tekercset. A kiillonbségképzo
eldjelforditdsat negativ erdsitési tényezdvel lehet pozitivva tenni, vagyis mintha pozitiv
visszacsatoldst alkalmaznank, ezzel a stabilitds biztosithatd. A szabdlyozds mindségi
viselkedését pedig bonyolultabb szabalyozé alkalmazasaval lehet befolyasolni.
(Szabéalyozéselmélet targyban tanultak!)

FUGGELEK



Rugok egyenértékl tomegei (Lumped mass)

7 Konzol
Mg m., =0,23m
Mg Kéttamaszu tarto
| [ 2 | m,, =0,5m
2 AN
7

Csavarrugé

ed
N Mo =013

Harmonika (*'bellow")

red

- M =m/3

Diafragma

My =m+m,/4




Mechanikus csillapiték (harmonikus rezgdmozgas
® Kkorfrekvencidval és x amplitudéval)

N ¢ v Coulomb-surlédas
kK =4uN/ nwx
—
7 u: surlédasi tényezd

w:rezgéskorfrekvencija
x:rezgés amplitiddja

Sebesség-négyzetes kozegellenallas
k=40C,x/3n

C,: kozegellenallasi tényezd
(dragcoefficient)

Szerkezeti csillapités (Structural damping)

....... e k = E/nox?

E: ciklusonkénti energiaveszteség

Gumirugé

k =E/mox?

Kompleximpedancia:
Z(s)=c+ks




Mechanikus rugék rugomerevségei

Y A
7 < e Prizmatikus rud
\ } > c=EA/L
L E:Young-modulusz
4 -
[\ /\ /\ G Korkeresztmetszetli  csavarrug6
F
» D c=Gd*/64R*N
U&M ' G: CsUsztato rugalmassagimodulusz
d N:menetekszdma

Téglalap kereszmetszet(l csavarrug6
1,27Ga‘B
c="—-——
D°N

B=bla>1

h (_L+FIAE

A Gumi nyomasra
) h/AE

A: lemez felilete

Gumi kettds nyirésa

A c=2AG/h




Torzibs rugdk rugobmerevségei

Korkeresztmetszetd rud

C=nd*G/32L

G:csusztat6 rugalmassagi modulusz

Téglalap keresztmetszetd ruad
C=c,b’aG/L

C,: Saint Venant-féle egyitthato

Korkeresztmetszetli csavarrugo
C=Ed*/64DN

E:Young-modulusz
N:menetek szama

Négyzet kereszmetszetll csavarrugé
C=Ea*/12rDN

Spiral rugé
C=Ebh®/12L

L: a spirél teljes hossza




Folyadék csillapités viszkdzus nyirassal

Halado sikfelilet

k=bA
h

A nedvesitett fellilet
W viszkozitas

Haladd henger

Ko HA
h
A=drL

Forgé tarcsa
K =nud*/16h

Forgd henger

K = mpud®L/ 4h

Lengéscsillapito (*'dashpot')

R?—r2
r—hi2

K= 67;}:'.

h]

[(R-0) -




Folyadék rugok rugémerevsége

F
J Légrugo(parna)
X A? dA
¢ o KPAT ) OA
o \% dx

k:fajhdkaranya

Térfogat V

Nyomés p Légrugd(dugattyus)

Dugattyd felilet, A

! 2
c=AP
Vv
Diafragma
Usz6 henger
h c=nd*(p, —p,)g/4

d : p,: Viz sirlsége
v p,- henger sirdsége




Tartok rugdmerevsége

“ F Konzol
c=3IE/L®

R I:mésodrend( nyomaték
E:Young-modulusz

F
i Kéttamaszl tartd
c=48IE/L®

Két végén befogott tartd
c=192IE/°

o F Konzol csuklos véggel
c=110-1E/L°
L
F Laprugékoteg

c=).¢




