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KINEMATIKA ÖSSZEFOGLALÓ 

 

Egy pont helyzetét, sebességét, gyorsulását mindig valamihez képest adhatjuk meg. Eszerint 

megkülönböztetünk 

 

a) álló (más szóval inercia) koordinátarendszert. Az ebben mért kinematikai mennyiségeket 

„abszolút” jelzővel illetjük Hallgatólagosan a kinematikai jellemzőket az álló csillagokhoz 

képest adjuk meg. Álló (inercia rendszerben) az F=ma törvény teljesül. 

 

b) mozgó koordinátarendszert.  Sok esetben a mozgások leírása sokkal egyszerűbb a mozgó 

(értsd: valamelyik testtel együttmozgó) koordinátarendszerben. Az ebben mért kinematikai 

mennyiségeket „relatív” jelzővel illetjük. Például egy pont relatív sebességéről beszélünk.  

A mozgó koordinátarendszer mozgásának „gyorsaságát” az álló koordinátarendszerben 

adhatjuk meg a „szállító” sebesség, illetve gyorsulás fogalmával.  

 

Szállító sebesség alatt a mozgó koordinátarendszer azon pontjának (abszolút) sebességét 

értjük, amellyel a vizsgált pont éppen fedésben van. (Képzeljük el, hogy a mozgó                   

ξ-η koordinátarendszerrel együtt mozog egy (kék) lap. A szállító sebesség tehát a kék lap P-

vel fedésben lévő P’ pontjának sebessége) 
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Egy P pont álló- és mozgó koordinátarendszerben mért sebességei között a következő  

vektorikus összefüggés áll fenn: 

relPszállPabszP vvv   

 

Ugyanannak a mozgásnak a vizsgálata tehát álló és mozgó koordinátarendszerben egyaránt 

lehetséges, a koordinátarendszerek koordinátái megfelelő szabályok betartásával egymásba 

átszámíthatók. A következőkben ezzel a kérdéskörrel foglalkozunk. 

 

Példa 

Egy kettős inga az AB és BP rudakból áll. Az inga A pontját vízszintesen vA sebességgel 

mozgatjuk. Határozzuk meg a kettős inga P pontjának abszolút sebességét! 
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Az inga BP tagjának mozgását az AB taghoz rögzített ξ-η mozgó koordinátarendszerben 

vizsgáljuk, δ elfordulási szögét is ahhoz képest adjuk meg. A mozgó koordinátarendszer 

origója vízszintesen vA sebességgel halad, a koordinátarendszer ezen kívül   pillanatnyi 

szögsebességgel forgó mozgást is végez az A pont körül (forgó+haladó mozgás). A mozgó 

koordinátarendszerben helyet foglaló (piros) megfigyelő úgy látja, hogy a P pont a B pont 

körül körpályán mozog   pillanatnyi szögsebességgel, illetve  rv relP .relatív sebességgel. 

(A relatív szó azt jelenti, hogy a mozgó koordinátarendszerhez észlelt sebességről van szó) 

Az álló x-y koordinátarendszerben helyet foglaló másik megfigyelő több dolgot is észlel: 

egyrészt látja a mozgó koordinátarendszer kinematikai jellemzőik (vA és  ), valamint a P 

pont abszolút sebességét is.  

A szállító sebesség, vagyis a mozgó koordinátarendszer azon pontjának abszolút sebessége, 

amellyel a P pont az adott pillanatban fedésben van, két részből tevődik össze: egyrészt a ξ-η 

koordinátarendszer összes pontja vA sebességgel halad, másrészt a P-vel fedésben lévő pont a 

koordinátarendszer A-pont körüli forgása következtében R  sebességgel is rendelkezik. 

A P pont álló koordinátarendszerben észlelt vP abszolút sebességét a relPszállPabszP vvv   

vektoregyenlet alapján szerkesztettük meg. 

 

Gyorsulás 

A P pont abszolút gyorsulása az alábbi összefüggéssel határozható meg: 

CorPrelPszállPP aaaa   

 

Itt a szállító gyorsulás három vektor összege: 

 APszálla  : a mozgó koordinátarendszer A pontjának gyorsulása 

  Ra tszállP : érintőirányú szállítógyorsulás 
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nszállP Ra   : normálirányú szállítógyorsulás 

A relatív gyorsulás két vektor összege: 

  ra trelP : érintőirányú relatív gyorsulás 
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nrelP ra   : normálirányú relatív gyorsulás 

Coriolis-gyorsulás 

Abban az esetben, amikor a  szögsebességgel forgó mozgó koordinátarendszerben a vizsgált 

P pontnak relatív sebessége is van, a gyorsulásokat ki kell egészíteni a Coriolis-taggal is:  



 relPCor 2 va    
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KINETIKA ÖSSZEFOGLALÓ 
 

Cél: a rendszer (szabályozott szakasz, processz) mozgásegyenletének, átviteli függvényének 

felírása. Ennek hiányában tudatos tervezés, szimuláció nem képzelhető el.  

 

A mozgásegyenlet felírására alapvetően két módszer terjedt el. 

 

a) Newton-Euler módszer 

 

Elemi fizikai ismereteken alapul, bár magabiztosan kell kezelni a relatív mozgás 

kinetikájának szabályait. A merev és rugalmas részekből álló rendszert különálló testekre 

bontjuk, miközben az elhagyott testek hatását kényszererőkkel pótoljuk. Az eredményül 

kapott modell „free-body diagram” néven ismert az angolszász irodalomban. Az egyes 

testekre felírva az impulzus és/vagy perdülettételt, differenciálegyenlet-rendszert kapunk.  

A módszer elvi alapjai könnyen érthetők, de az egyenletek felírása közben különösen kell 

ügyelni az előjelekre. Sok testből álló rendszer esetében az egyenletrendszer megoldása 

nehézkes. Plusz szolgáltatása a módszernek, hogy a testek között ható kényszererők is 

kiadódnak.  

   

b) Lagrange-féle másodfajú mozgásegyenlet  

 

A rendszer energetikai viszonyaiból kiindulva származtatja a mozgásegyenleteket. Sok testből 

álló rendszer esetében egyszerűbb, mint az Euler-Newton módszer. Az előjelek nem játszanak 

szerepet, ezért kisebb a tévesztés lehetősége. A kényszererőket ezzel a módszerrel nem tudjuk 

meghatározni.  

A rendszer jellemzésére (helyzetének, állapotának megadására) annyi független általános 

koordinátát kell választanunk, amennyi a rendszer szabadságfoka. Általános koordináta lehet 

például elmozdulás, elfordulás, töltés, stb. Egy n-szabadságfokú rendszer minden egyes qi 

1≤i≤n általános koordinátájára felírható a  
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alakú Lagrange-féle másodfajú mozgásegyenlet, így „n” darab differenciálegyenletet nyerünk.  

Az egyenletben  

E a rendszer eredő kinetikus energiája ( ,Li
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,
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1 222  stb. tagok összege) 

U a rendszer eredő potenciális energiája ( ,UC
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Qni az i-dik nemkonzervatív általános erő (gerjesztő erő, csillapító erő). Számítása a 

virtuális munka elve alapján történik: 
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Néhány egyszerű példán mutatjuk be a két módszer alkalmazását. Az ide vonatkozó 

mechanikai ismereteket ismertnek tételezzük fel. 

 

Példa 

Az ábrán látható, a vízszintes síkban mozgó egyszerű mechanikai rendszer koncentrált 

tömegből, rugóból és csillapítóból áll. A rendszert Fg erő gerjeszti. Írjuk fel a rendszer 

mozgásegyenletét kis rezgések esetén! 
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A feladatot nehezíti, hogy a rugó, a csillapító és az erő hatásvonala sem esik egybe a 

tömegpont mozgásirányával. A rendszer egy szabadságfokú, ezért válaszuk általános 

koordinátának a kar elfordulási szögét: q=. A rendszer mozgási energiája 
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A rendszer potenciális energiáját a rugó tárolja. Nagyságának számításakor a δc rugóirányú 

elmozdulást kell számításba venni! 
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Az általános erők számításakor a nem potenciálos erők jönnek számításba: a csillapító és a 

gerjesztő erő. A csillapító erőből származó általános erőt határozzuk meg először. Ügyeljünk 

arra, hogy a csillapító erő a δk elmozdulással ellentétes értelmű, ezért munkája negatív!    
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A gerjesztőerőből származó általános erő számítása a következő: 
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A Lagrange-egyenletben szereplő tagok a következők: 
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A Lagrange-egyenletbe helyettesítve 

 

 cosRFcoskRcoscRmR g

22222   

 

Átrendezés és egyszerűsítés után a mozgásegyenlet a következő alakot ölti: 

 

 cosFcoscRcoskRmR g

22   

 

Példa 

Az M1 nyomatékkal hajtott, J1 tehetetlenségi nyomatékú motor rövid, merev tengelyére 

rögzített r2 gördülőkör-sugarú fogaskerék hajtja az r3 sugarú fogaskereket. A fogazatot 

tökéletesen merevnek tekintjük. A nagyobbik fogaskerék egy hosszú, ezért nem tökéletesen 

merev tengellyel hajtja a J4 tehetetlenségi nyomatékú forgórészt. A hajtott forgórész mozgását 

Kt együtthatójú, szögsebesség-arányos csillapító korlátozza. Csupán a rendszer forgási 

szabadságfokát (torziós rezgéseit) vizsgáljuk. Feladatunk a rendszer mozgásegyenlet-

rendszerének felírása. 
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a) Newton-Euler módszer 

A feladat nagyon egyszerű, mert a hajtáslánc tömegei álló tengely körüli forgó mozgást 

végeznek. A Mechatronika alapjai II-ben foglalkoztunk a hajtásrendszer elemeinek 

redukciójával.  A mostani feladatnál azonban ezt nem alkalmazhatjuk, mivel a tengely 

rugalmassága a módszer alkalmazását nem teszi lehetővé. A hajtásláncot ezért különálló 

részekre kell bontanunk és külön-külön kell felírni azok mozgásegyenleteit.  
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A rendszer elemeinek free-body diagramjain csupán a torziós mozgás szempontjából szerepet 

játszó erőket és nyomatékokat tüntettük fel, a feladat szempontjából közömbös 

kényszererőkkel és fogerő-komponensekkel nem bonyolítottuk az ábrát. 

 

Egy merev testnek vehetjük (összevonhatjuk) a motor forgórészét és a kisebbik fogaskereket, 

mivel azokat végtelen merevnek tekinthető (vagyon rövid) tengely kapcsolja össze Az 1. test 

mozgásegyenlete az álló tengelyre vonatkozó   JM i  perdület-tétellel kapható:  

 

2212t1 )JJ(rFM    

 

A 2. külön vizsgált test a nagyobbik fogaskerék. Ezt most nem lehet összevonni a hajtott 

forgórésszel, mivel az őket összekapcsoló tengely hosszú és ezért nem tekinthető merevnek 

Mint tudjuk, csak merev testeket szabad összevonni! A nagyobbik fogaskereket terhelő 

erőrendszerrel kapcsolatban ügyeljünk arra, hogy az Ft kerületi erő azonos nagyságú, de 

ellentétes értelmű, mint a kisebbik fogaskerékre ható kerületi erő (hatás-ellenhatás axióma!). 

A fogaskerékre a tengely elcsavarodásával arányos )(C 34t  csavaró nyomaték is hat. 

(Amennyiben 34  , úgy az elcsavarodott tengely φ4 irányába kényszeríti a fogaskereket, 

vagyis az ábrán jelölt irányú nyomatékot fejti ki a nagyobbik fogaskerékre). A nagyobbik 

fogaskerék mozgásegyenlete így a következő: 

 

3334t3t J)(CrF    

 

A hajtott forgórészre az elcsavarodott tengely a hatás-ellenhatás elv értelmében azonos 

nagyságú, de ellentétes értelmű nyomatékot fejt ki. A mozgásegyenlet a következő: 

 

444t34t JK)(C    

 

Mivel a kényszer- és kapcsoló erőkre nem vagyunk kíváncsiak, ezért fejezzük ki Ft-t az első 

egyenletből és helyettesítsük a másodikba. Ekkor a :  
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csatolt differenciálegyenlet-rendszert kapjuk. Adott M1(t) nyomaték lefutásra φ2(t) és φ4(t) 

függvények numerikusan  meghatározhatók. Amennyiben viszont φ4(t) lefutását írjuk elő, úgy 

a hajtó nyomaték szükséges értékének időbeli alakulását számíthatjuk ki.  

 

b) Lagrange módszer 

 

A rendszer helyzete a φ2 és φ4 elfordulásokkal egyértelműen jellemezhető, ezért legyenek az 

általános koordináták q1=φ2 és q2=φ4. Vektorosan q=[φ2 φ4]
T. 

A mozgásegyenletek származtatásához szükségünk van a rendszer mozgási energiájának 

kifejezésére, mely forgó mozgás esetén a „forgási energia”: 

 

2

44

2

22

3
21 J

2

1
)

i

J
JJ(

2

1
E    

A rendszer potenciális energiája a tengelyben, mint torziós rugóban tárolt energia: 

 



22
4t )

i
(C

2

1
U

3


  

 

Képezzük a szükséges deriváltakat: 
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A nem konzervatív általános erőket a következő módon számítjuk (Munka deriváltja az 

általános koordináta szerint. Itt munka=nyomaték*elfordulás, mivel forgó mozgást végző 

rendszerről van szó): 
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A q1=φ2 általános koordinátára felírt Lagrange egyenlet a következő: 
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A q2=φ4 általános koordinátára felírt Lagrange egyenlet a következő: 
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A kapott mozgásegyenlet-rendszer tökéletesen megegezik a Newton-Euler módszerrel nyert 

eredménnyel. 

Megjegyzés 

Az általános erők (nyomatékok) számítása a később ismertetésre kerülő Jacobi-mátrixszal is 

lehetséges: 

A Jacobi-mátrix 
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Példa  

A mozgó kocsira szerelt ingát egy rugón keresztül mozgatjuk. Írjuk fel a rendszer 

mozgásegyenleteit! 
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a) Lagrange-módszer 

Válasszuk a rendszer állapotának (helyzetének) jellemzésére a következő általános 

koordinátákat: 

 

q1=x 

q2=φ 

 

A rendszer mozgási energiájának számításakor a testek (abszolút) sebességeit az álló 

koordinátarendszerben kell felírni. Az inga mozgási energiája a súlypont haladó mozgásának 

energiájából valamint a súlypont körüli forgó mozgásának energiájából tevődik össze 

(haladó+forgó mozgás). A súlypont haladó mozgásának abszolút sebessége pedig a szállító és 

a relatív sebesség vektoriális összege, melyet a szögletes zárójelben számítottunk ki.  
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A rendszer mozgási energiája (az m1 tömeg haladó mozgásából, valamint az inga haladó és 

súlypont körüli forgó mozgásából): 
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A rendszer potenciális energiája (rugóban és a magasságváltozással tárolt energia): 
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Képezzük a Lagrange-egyenletben szereplő tagokat: 
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Általános konzervatív erő: 
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Általános nemkonzervatív erő: 
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Hasonlóan a 2. általános koordináta szerinti deriváltak: 
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Általános nemkonzervatív erő Q2=0. 
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Lagrange-egyenletbe helyettesítve az alábbi egyenletrendszert kapjuk: 
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A csatolt nemlineáris egyenletrendszer még ilyen egyszerű esetben is csak numerikusan 

oldható meg. 

 

 

 



b) Newton-Euler módszer 
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A rendszert szétválasztjuk különálló merev testekre, különös tekintettel a hatás-ellenhatás 

elvére. A free-body diagramok alapján felírjuk a testek mozgásegyenleteit.  

 

1. Test: 

A test haladó mozgást végez, ezért csak két egyenletet írhatunk fel. 
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2. test 

A test mozgását célszerűen a ξ-η mozgó koordinátarendszerben szemléljük. A mozgó 

koordinátarendszer origója vízszintes irányban mozog a1 gyorsulással, miközben a 

koordinátarendszer az origó körül pillanatnyi ω szögsebességgel és ε szöggyorsulással forog. 

A mozgó koordinátarendszerben a valódi erőket ki kell egészíteni a szállító és Coriolis 

erőkkel. Az erőkre a  

 

m2arel=Fabsz+Fszáll+FCor 

 

egyenlet érvényes, ahol most a Coriolis erő zérus, mert 0v r  . Részletezve: 
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A vektoregyenlet síkbeli esetben 2 skalár egyenlettel egyenértékű: 
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Továbbá forgómozgás esetén a D’Alambert elvet alkalmazva a   0M i  nyomatéki egyenlet 

is felírható az A pontra. Ügyeljünk arra, hogy a 2. test tehetetlenségét JA-ban már egyszer 

figyelembe vettük, ezért a m2lε tehetetlenségi erő nyomatékát már nem kell számításba venni: 

 

0Jcoslamsinglm A122   



 

Ez az egyenlet megegyezik az előbbi egyik Lagrange másodfajú mozgásegyenlettel. Ha 

kifejezzük (…)-ből Ax-t és (…)-be helyettesítjük, akkor megkapjuk a másik, lineárisan  

független mozgásegyenletet: 
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Példa  

Egy MEMS (Micro Electro Mechanical System) COMB (fésű) típusú gyorsulásadó fő része 

egy „A” felületű mozgó kondenzátorlemez, mely két álló fegyverzet között mozog. A mozgó 

fegyverzetet „c” merevségű rugalmas elemek tartják középhelyzetben. Bizonyítsuk be, hogy a 

mozgó fegyverzetre kapcsolt V feszültséggel a lengőrendszer sajátfrekvenciája változtatható.  
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a) Newton-Euler módszer 

 

Rajzoljuk meg a mozgó lemez free-body diagramját! 
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A mozgó kondenzátorlemezre ható erők a következők: 

Rugóerő: 
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Elektromos tér ereje: 
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A mozgásegyenlet (  maFi ) a következő lesz: 
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Átrendezve 
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Amennyiben x<<d0, akkor 
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b) Lagrange-módszer 

A rendszer 1 szabadságfokú, helyzetének (állapotának) megadásához 1 általános koordináta 

elegendő: q=x. 
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A rendszer mozgási energiája 
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A rendszer potenciális energiája a rugókban felhalmozott energiából és az elektromos térben 

(a két kondenzátorban) tárolt energiából áll: 
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(Megjegyzés: síkkondenzátor kapacitása 
d

A
C 0  összefüggéssel számítható. A kondenzátor 

potenciális energiát tárol, míg a tekercs mozgási energiát tárol.) 

 



Az egyenlet tagjait külön számítjuk: 
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Az általános nemkonzervatív erő Qn=0, mivel nincs erőgerjesztés és csillapító erő. 
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Lagrange-egyenletbe helyettesítve a következő mozgásegyenletet kapjuk: 
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Kis elmozdulások esetén ( 0dx  ) az x2 tag elhanyagolható a d0
2 mellett,       
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Ez a harmonikus rezgőmozgás jól ismert differenciálegyenlete. A rugómerevség a villamos 

feszültséggel megváltoztatható, vagyis a lengőrendszer  
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sajátfrekvenciája villamos úton befolyásolható. Szép példáját kaptuk a mechanikus-villamos 

kölcsönhatásnak. 

 

 
2. A MÓDSZERES TERVEZÉS 

 
A mechatronikai szerkezetek tervezési metodikájához jó alapot szolgáltat a módszeres 

tervezés tudománya, mely bár elsősorban gépészeti rendszerek tervezésére lett kifejlesztve, 

általános módszer lévén eredményi mechatronikai szerkezetek tervezéséhez is 

felhasználhatók. 

 

Mivel a tervező nagy befolyást gyakorol a termék műszaki és gazdasági értékére, ezért a jó és 

gyors megoldás elérése érdekében a tervezés folyamatának jól szervezettnek és 

ellenőrizhetőnek kell lenni. A módszeres tervezés tudománya ezért alakult ki az 1960-as 

években, elsősorban német nyelvterületen. A „módszeres” jelző értelme „tudatos, 



tudományos, rendszerszemléletű, nem ösztönös”. A módszeres tervezés tudományának céljai 

a következőkben foglalhatók össze: 

 

 ● Ne véletlenszerű, hanem tudatos megoldást adjon 

 ● Tanulható és tanítható legyen 

 ● Segítse elő a feltalálói és felismerési tevékenységet, könnyítse meg az optimális 

 megoldás megtalálását  

 ● Más tudományágak fogalmaival, módszereivel összeegyeztethető legyen, 

 munkamenete  általánosan érvényes.  

 

Természetesen a tervezői intuíciót sem szabad korlátoznia. 

 

A tervezési folyamat 

 

A tervezési folyamat fő lépései a következők: 

 

A    feladat     pontosítása

Követelményjegyzék   kidolgozása

Koncepcióképzés

Lényeges  problémák  felismerése

Funkcióstruktúra   felállítása

Megoldási  elvek  keresése

és kombinálása

Koncepcióváltozatok

Értékelés

Megtervezés

Kidolgozás
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A tervezési folyamat leglényegesebb és legszebb része a koncepcióképzés. Itt alakul ki az új 

termék alapvető működési elve. A koncepcióképzés fő lépései az ábrán láthatók.  

 



Feladat

Összfunkció

Részfunkciók

Részfunkciókat teljesítõ

 megoldási elvek

Az   elvek kombinálása

kiválasztott elvkombináció

Koncepcióváltozatok
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Kialakítási   változatok
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A koncepcióképzés fő lépéseit az alábbiakban részletesebben tárgyaljuk. 

 

1) A követelményjegyzék elkészítése (adatszolgáltatás a koncepcióképzéshez) 

 

A követelményjegyzék azokat a paramétereket és kívánalmakat rögzíti, melyekkel a 

tervezendő eszköznek rendelkeznie kell (nevezhetjük specifikációnak is). 

A következő fontosabb területekre kell kitérnie: geometria, kinematika, erők, energia, anyag, 

jel (pl. kimenet fajtája), biztonság, ergonómia, gyártás, ellenőrzés, szerelés, szállítás, 

üzemeltetés (pl. trópuson), karbantartás, költséget, határidő. 

 

2) Absztrahálás a probléma felismeréséhez 

 

Nem az egyedi és véletlenszerű, hanem az általánosan érvényes és lényeges dolgokat kell 

felismerni és kiemelni a feladat megfogalmazása során. Nem szabad eleve leszűkíteni a 

várható megoldások körét esetleg sugallva egy már létező megoldást. 

 

Például nem garázsajtót kell tervezni, hanem a garázs betörésbiztos, időjárással szemben 

ellenálló lezárására alkalmas megoldást kell keresni 

 

Például nem reteszkötést kell tervezni, hanem a tengely és agy olyan összekapcsolását, amely 

nyomaték átvitelére képes. Ha a feladatot nem így fogalmazták volna meg, akkor például a 

poligon-kötés sosem jött volna létre. 

 

 

3) A funkcióstruktúra felállítása. Az összfunkció részfunkciókra bontása. 

 

A módszeres tervezéssel foglalkozó szakirodalom a „funkció” kifejezés általánosan 

használatos. A „funkció” definíciója: „A rendszer be- és kimenete  közötti általános  

összefüggés, amelynek célja a feladat teljesítése”. Egyszerűbben: funkció=feladat. Például a 

cipő fő funkciója (feladata), hogy az ember járását megkönnyítse extrém út- és időjárási 

viszonyok mellett is. 



 

A tervezés egyszerűsítése érdekében a szerkezet fő funkcióját részfunkciókra, részfeladatokra 

bontjuk, melyekre könnyebb kész megoldásokat találni. A részfunkciókra bontás feltétele, 

hogy a részfunkciók jól elhatárolhatók, önállóan is kidolgozhatók legyenek. Az anyag, 

energia és jelfolyamra vonatkozóan az   

 

 ● átalakítás (pl. elektromos energia átalakítása mechanikai energiává) 

 ● változtatás (pl. nyomaték növelése) 

 ● összekapcsolás (pl. energia és jel összekapcsolása=villamos energia bekapcsolása) 

 ● vezetés (pl. erőátvitel) 

 ● tárolás (pl. kinetikai energia tárolása) 

 

a leggyakoribb részfunkciók. Szokásosan blokkdiagrammal ábrázolják egymással való 

kapcsolatukat („funkcióstruktúra”). 

 

Illusztratív példa: Funkcióstruktúra 

 

Feladat: Szakítógép funkcióstruktúrájának felállítása 

 Az ábra az anyag, energia  (E) és információ (I) vonatkozásában mutatja az egyes 

részfunkciókat és azok kapcsolatát.. Jól kivehető a negatív visszacsatolás az 

információáramban. 
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4) A részfunkciók teljesítéséhez szükséges megoldási elvek keresése. 

 

Az alábbi módszerek alkalmazása jöhet számításba: 

a) Irodalomkutatás (könyvek, folyóiratok, internet, szabványok, szabadalmak, stb.) 

b) Természeti rendszerek analízise (bogáncs→tépőzár, búzaszár→szendvicsszerkezet,…) 

c) Ismert műszaki rendszerek analízise (konkurencia termékei) 

d) Tervezői katalógusok 

e) Analógiák (villamos-mechanikus) 

f) Mérések, modellkísérletek  

g) Intuitív módszerek (Brainstorming, 635 módszer, Delphi-módszer) 

h) Diszkurzív módszerek (fizikai jelenségek (összefüggések, képletek) módszeres 

vizsgálata, módszeres keresés rendezési (sor-oszlop) sémákkal.  



5) A megoldási elvek kombinálása 

 

Minden részfunkció teljesítéséhez hozzárendelünk egy lehetséges megoldási elvet, és minden 

ilyen elvet mindegyik másik részfunkciót megvalósító megoldási elvvel kombináljuk. Így 

nagyszámú elvkombinációt kapunk. Magyarul: minden egyes részfeladatra talált megoldások 

közül egyet-egyet kiválasztunk és ezekből állítjuk össze a teljes megoldást. Ha például egy 

feladat 3 részfeladatból áll, az elsőre 5 megoldást, a másodikra 2 megoldást, a harmadikra 4 

megoldást találtunk, akkor összesen 5*2*4=40 elvkombinációt kapunk az eredő feladat 

megoldására. 

 

6) A megfelelő elvkombináció kiválasztása 

 

Az igen nagyszámú elvkombinációt szűkíteni kell. A számításba jöhető elvkombinációk 

kiválasztásának szempontjai a következők: 

Az elvkombináció  

 

 ● A feladattal összeférhető 

 ● Kielégíti a követelményjegyzék előírásait 

 ● Megvalósíthatónak tűnik 

 ● Pénzügyi ráfordításai kisebbek a megengedettnél 

 

 

7) A koncepcióváltozatok konkretizálása 

 

A koncepcióváltozatot addig kell konkretizálni, amíg értékelésre alkalmas lesz. (egyszerűsített 

számítások, közel mérethelyes vázlatok, modellkísérletek, szimulációk, piackutatás,…) 

 

 

8) Értékelés műszaki és gazdasági kritériumok alapján 

 

Az értékelés a megoldás „értékét”, „használhatóságát” állapítja meg. Az „értékelemzés” a 

megvalósítandó funkcióhoz rendelt funkcióhordozó (szerkezeti megoldás) előállítási költsége. 

Először az értékelési feltételeket kell rögzíteni. Az értékelési feltételeket pozitívan kell 

megfogalmazni. Például „zajszegény” és nem „hangos”,„nagy hatásfok” és nem „nagy 

veszteség” 

 

Az egyes értékelési feltételeket súlyuknak megfelelő súlyozó tényezőkkel kell figyelembe 

venni. A rész-szempontok értékelése történhet pl. 0-10 skálán, vagy egyszerű értékelési 

fokozatokkal, mint: 

 ● nagyon átlag alatti 

 ● átlag alatti 

 ● átlagos 

 ● átlagon felüli 

 ● nagyon átlagon felüli 

  

Műszaki termékek értékelésénél az összérték meghatározása a súlyozott részértékek 

összegzésével történik. 

Amennyiben egyik koncepcióváltozat sem bizonyul megfelelőnek, szükségessé válhat a 

követelményjegyzék módosítása (a követelmények csökkentése). 

 



 

 

Az elmondottakat egy egyszerű példán, a rugalmas tengelykapcsolón mutatjuk be a 

teljességre való törekvés nélkül. 

 

Feladat: tengelyek rugalmas összekötése

Összfunkció

Funkcióstruktúra   felállítása

Megoldási   elvek

Kialakítási   változatok.....

tengellyel merev

kapcsolat létrehozása
erõ/nyomaték

 vezetése

alakváltozás

biztosítása
alakváltozás

korlátozása

reteszkötés bordás agy illesztõszeg gumi def. fémcsap def. mágnestér felütközés nemlin karakt.anyagi kapcsolattal

("gumidugós  tengelykapcsoló")

("gumiköpenyes   tengelykapcsoló") ("Babba tengelykapcsoló") Az   elvek  kombinálása

Értékelés, kiválasztás

 

 

 

Tervezési (konstrukciós) szempontok és irányelvek 

 

A következő részben röviden összefoglaljuk azokat az irányelveket, melyek betartása 

általában helyes konstrukciót eredményez. 

 

1) Helyes erővezetés elve 

 

Az erőfolyam, bár fizikailag nem definiálható, szemléletes segítséget nyújt a helyes 

konstrukció kialakításában (hasonló a mágnes erővonalaihoz). Az erőfolyam  

 -menetében ne következzen be  hirtelen irányváltozás 

 -ne változtassa gyorsan sűrűségét (a mechanikai feszültséget) hirtelen keresztmetszet-

változások, vagy éles sarkok következtében. A hirtelen feszültségváltozás az anyag 

kifáradásának veszélyét növeli. „Éles sarok, kezdő törés”  

 

 



Példa 

Tengely vállai között kúpos átmenet (folyamatos keresztmetszet változás), a sarkokban 

megfelelő lekerekítés. 

 
 

 

Öntött alkatrészek esetében a hirtelen keresztmetszet változás a hűlésben eltérést okoz, ami az 

anyag repedéséhez vezethet. 

  

2) Egyenszilárdságra való törekvés 

 

Ha a szerkezet minden szerkezeti elemében, vagy egy szerkezeti elem minden 

keresztmetszetében közel azonos feszültség ébred, akkor élettartamuk is várhatóan hasonló 

lesz. Ez a termék egészére nézve optimális anyagfelhasználást jelent.  

 

Példa 

A terhelőerő felé szűkülő konzol esetében a hajlító nyomaték és a keresztmetszeti tényező is 

ugyanolyan törvényszerűség szerint változik, következésképpen a konzol mindegyik 

keresztmetszetében azonos maximális feszültség ébred. Ez a kialakítás biztosítja a minimális 

anyagfelhasználást és súlyt. 
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Ha egy autó helyesen van méretezve, akkor szinte minden alkatrésze egyszerre megy tönkre 

és akkor kell eldobni az autót. Ellenkező esetben a túlméretezett alkatrészek felesleges súlyt 

és költséget jelentenek. 

 

3) Összehangolt alakváltozások elve 

 

Azok a kialakítások a kedvezőek, melyeknél a két érintkező alkatrész alakváltozásai a 

legkisebb mértékben térnek el egymástól. 

 

Példa 

Ragasztott kötésnél a lemezek elvékonyítása (vastagság, vagy szélesség irányában), ezáltal a 

lemezek minden keresztmetszete közelítőleg azonosan mértékben deformálódik, így a 

ragasztó igénybevétele (benne ébredő τ feszültség) állandó és kisebb lesz. 
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Gyengített anya meneteinek terheléseloszlása közelítőleg állandó. 

 

Ha a futódaru tengelyének torziós merevsége a hajtó kerék két oldalán azonos, akkor a daru 

jobb és baloldali kerekeinek φ elfordulási szöge azonos, a daru nem feszül be. 
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4) Az erőkiegyenlítés elve    

 

A hasznos erőkomponensek mellett gyakran fellépnek nélkülözhetetlen, de a szerkezetet 

feleslegesen terhelő erőkomponensek is. Például ferdefogú fogaskerekeknél a kerületi erőn 

kívül radiális és axiális erők, vagy szíjhajtásnál a szíj előfeszítéséből ébredő erők.  

 

Kiegészítő elemek felhasználásával, vagy szimmetrikus elrendezéssel elérhetjük, hogy a 

zavaró mellékmennyiségek hatása a legkisebb területre koncentrálódjon és ezáltal a szerkezeti 

elemek mérete, száma, valamint a veszteségek a lehető legkisebbek legyenek. 

 

Példa 

Ferde fogazat helyett nyílfogazat alkalmazása, ahol az axiális erők még a fogaskeréken (a 

jelölt kis zónán belül) kiegyenlítik egymást és a csapágyakat már nem terheli axiális erő. 

 



 
 

Boxer motorok hengerelrendezése a tömegerők kiegyenlítése céljából.  

 

5) Funkció összevonás 

 

Általában gazdaságos megoldást jelent, ha több funkciót sikerül egyetlen funkcióhordozóval 

teljesíteni. Az elemek száma, helyszükséglete szempontjából kívánatos lenne ez a megoldás, 

azonban a bonyolultabb kialakítás miatt ezek az előnyök sok esetben elvesznek.  

 

Példák 

A mélyhornyú golyóscsapágy alkalmazása lehetővé teszi a radiális és axiális erők egyidejű 

felvételét. 

 

A karimás csőkötés lehetővé teszi a csődarabok összekötését, tömíti a csatlakozó részeket, 

továbbítja a csővezetéket terhelő erőket (kényszererők, inercia erők, hőtágulásból származó 

erők)  

 

A rugós alátét egyidejűleg megoldja a terhelés elosztását, valamint a lazulás elleni biztosítást. 

Hasonló funkció-összevonás tapasztalható a koronás anya esetében is. 

 

Szép példája a funkció összevonásnak a PC merevlemez –olvasófej egysége. Az olvasófej az 

adatok beírásán és kiolvasásán kívül a pozícionáláshoz szükséges helyzetszenzor szerepét is 

ellátja. A lemez koncentrikus pályái különféle frekvenciájú jeleket is létrehoznak a hasznos 

adatokon kívül. Ezekből drága helyzetérzékelő szenzor nélkül is pontosan megállapítható a fej 

helyzete.  

 

6) Funkció szétválasztás (megosztás)  

 

Egyetlen funkcióhordozó általában nem azonos hatékonysággal teljesíti a különböző 

részfunkciókat, ezért gyakran alkalmazzák a funkció megosztást, hogy a megfelelő 

funkcióhordozók optimálisan tudják feladatukat ellátni.  

 

Példák 

Nagy axiális erők felvételére külön talpcsapágyat, a radiális terhelések felvételére egy kisebb 

hengergörgős csapágyat alkalmaznak. 

 

Többrétegű lapos szíj fő rétege műanyag, amely nagy húzóerők elviselésére alkalmas. A szíj 

futófelülete krómbőr borítású, ami a jó tapadó képességet biztosítja. 

 



Az ékszíj gumi bélése a szíj keresztirányú merevségét, a szíj textil bevonata a tapadás 

fokozását, a szíjban elhelyezett kordszálak a húzóerők elviselését szolgálják. 

 

teherbírás

súrlódás

merevség
 

 

Azonos funkciók megosztásának példája az ékszíjak párhuzamos kapcsolása (teljesítmény 

megosztás). 

 

Szintén teljesítmény megosztás valósul meg a bolygóművekben is, ahol egy napkerékkel 

három bolygókerék kapcsolódik. 

 

Azonos funkciók megosztása történik például karimás csőkötésnél, ahol az összeszorító erőt 

több csavarral hozzák létre. Bordás kötésnél a kerületi erőt is több borda viszi át.  

 

Igényes méréstechnikai feladatoknál gyakran szükséges az egyes erőkomponensek mérése 

anélkül, hogy a mérőrendszer befolyásolná a szerkezet működését, vagy a másik irányú 

erőkomponensek mérését. Ilyenkor a rögzítést 1-1 szabadságfokot megszüntető kényszerekkel 

kell megvalósítani. 

 

7) Az önsegítés (hatásfokozás) elve 

 

A rendszerelemek azonos értelemben működnek együtt, az összhatás a kezdeti és a  

segédhatásból tevődik össze. A segédhatás annál nagyobb, minél nagyobb szükség van rá.  

 

Példa 

Repülőgép ajtajának tömítése. Normál légkörben a kezdeti előfeszítő erő biztosítja a tömítést. 

Ha a gép magasan repül, a külső légnyomás sokkal kisebb, mint a kabinnyomás. Mivel a 

repülő ajtaja befelé nyílik, minél kisebb a külső nyomás (vákuum), a belső nyomás annál 

jobban szorítja a tömítést, fokozva az F tömítő-erőt. 
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További példaként szolgál a karmantyús tömítés, ahol a növekvő nyomás a tömítő ajkat egyre 

jobban szorítja a tengelyhez. 

 



Az alábbi ábrán látható sínfogó a G súlyú sínt a súrlódási erővel tartja. Nagyobb súlyú sínnél 

a normálerő automatikusan megnő (lásd nyomatéki egyensúlyi egyenlet), létrehozva ezzel a 

szükséges nagyságú súrlódó erőt. Az ilyen szerkezet „önzáró”.  
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8) Önkiegyenlítő megoldások 

Hasonló a hatásfokozó megoldásokhoz, de ellenkező előjellel: a segédhatás a főhatással 

ellentétes értelmű. 

 

Példa 

A turbinalapátok ferde elhelyezése biztosítja, hogy  a kerületi erőből származó befogási 

nyomatékot a centrifugális erő nyomatéka semlegesítse. 
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9) Önmagukat védő megoldások 

 

A szerkezeteket gyakran érik túlterhelések, amit károsodás nélkül kell elviselniük. Ennek 

lehetséges elérése egy másik erővezetési út létrehozásával lehetséges.  

 

Példa 

Hengeres csavarrugók menetei túlterheléskor egymáson felütközve korlátozzák az 

elmozdulást. Feltétel: a rugó kihajlását természetesen meg kell akadályozni. 

 

Belleville-féle tányérrugú túlterheléskor kiegyenesedik, az erő nem a peremeken, hanem 

közvetlenül a lemezfelületeken adódik át. 
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Rugalmas tengelykapcsoló rugalmas elemei (tűk, vagy szalagok) túlterheléskor a kialakított 

horony falán felfekszenek (Bibby, Babba tengelykapcsoló). 

 

Deformáció     nélkül Maximális     deformációval
 

 

Megemlítendők még az „önkiegyensúlyozó”, „önfeszítő (szíj)”, stb. megoldások. 

  

10) Stabilitás-labilitás elve 

A szerkezet tervezésekor arra kell törekedni, hogy a zavaró hatások megszüntessék 

önmagukat, de legalábbis csökkenjenek (negatív visszacsatolás). 

 

Példa 

Hidraulikus rendszerek dugattyúinak kialakításakor stabil viszonyokra kell törekedni. 

Amennyiben a dugattyú a hengerben ferde helyzetet vesz fel, az a) ábra szerinti elrendezésben 

a jobboldali résbe bejutó folyadék nyomása olyan értelmű erőt hoz létre, ami a dugattyú egyre 

nagyobb befeszülését okozza. 
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Labilis Stabilis Közömbös
 

 

A középső ábra szerinti megoldás elvileg tökéletes, mert a résnyomás a hibát megszüntetni 

igyekszik. Hátrányos viszont, hogy a dugattyú szárát a nagynyomású térben kell tömíteni. 

 

A jobboldali megoldás szerinti kúpos dugattyú jó kompromisszum, mert a befeszülés nem nő, 

de nem is csökken. 

 

Más esetekben a szerkezet labilitása (bistabil működés) kívánatos. Például villamos 

áramkörökben a Schmitt-trigger  (pozitív visszacsatolás). 

 



Példa 

A nyomáshatároló (biztonsági lefúvó) szelepnek a nyomáshatár elérésekor a zárt helyzetből 

rövid idő alatt a teljesen nyitott helyzetbe kell átváltani. Ilyen a „Kukta fazék” súlyszelepe is. 

Amint a nyomás megemeli a dugattyút, abban a pillanatban a nyomás a sokkal nagyobb 

dugattyúfelületre hat. A hirtelen megnövekedő erő a dugattyú azonnali nagy elmozdulását 

okozza a rugóerő ellenében.   

 

p

 
 

11) Kényszerek helyes alkalmazása 

A testek megfelelő helyzetét úgynevezett kényszerekkel biztosítjuk. Ezek többnyire 

csapágyak és vezetékek. A kényszerek számának és fajtájának megválasztása alapvető 

fontosságú kérdés, mivel a helytelen tervezés szerelhetőségi problémákat és befeszülést 

okozhat. A kérdéskör szoros kapcsolatban van az alak- és helyzettűrések témakörével is. 

 

A kényszerek megválasztásához segítséget nyújt a szabadságfok fogalma. Egy merev test 

szabadságfokainak száma hat, vagyis 6 lehetséges elemi mozgást végezhet: 3 irányban (x, y, 

z) elmozdulást, valamint 3 tengely (x, y, z) körül elfordulást.  

 

A testet annyi és olyan típusú kényszerrel kell rögzíteni, hogy a megfelelő számú 

szabadságfokát szüntessük meg.  

 

Példa 

Floppy meghajtó mozgó olvasófejének megvezetése (ábra)  
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Az olvasófej csupán 3 ponton (A, B, C) érintkezik az ábrán sötétített hengeres vezetékekkel. 

Az „A” rögzítés (csukló) 2 szabadságfokot szüntet meg: megakadályozza az asztal y és z 

irányú elmozdulását. 

 

A „B” rögzítés szintén csukló és további 2 szabadságfokot szüntet meg: megakadályozza az 

asztal y és z tengely körüli elbillenését. (Megjegyzés: az „A” és „B” csuklók szerepe 

felcserélhető). 

 

A legérdekesebb és legtanulságosabb a „C” rögzítés. Ahelyett, hogy itt is hengeres csuklót 

alkalmaznánk, csupán egy villa szerű horony érintkezik a vezetékkel. A horony (támasz 

kényszer) csupán 1 szabadságfokot szüntet meg: megakadályozza az asztal x tengely körüli 

elfordulását. Képzeljük el, hogy ha a „C” rögzítés is csukló lenne, akkor a hengeres vezetékek 

legkisebb párhuzamossági hibája is a szerkezet befeszülését okozná! 

 

A „A”, „B” és „C” kényszerekkel együttesen megszüntetett szabadságfokok száma öt, tehát  

6-5=1 irányban (az x tengely irányában) mozoghat az asztal!  

 

 

 

11) Tűrések helyes alkalmazása 

Az alkatrészek mérete a valóságban mindig eltér a rajzon megadott mérettől a gyártási 

pontatlanságok következtében. Ezért ahol fontos az alkatrész mérete, ott megadják az 

alkatrész méretének megengedett maximális és minimális értékét, melynek különbsége a 

tűrésmező szélessége. Két érintkező alkatrész (csap-furat kapcsolat) esetében illesztésről 

beszélünk, egyetlen alkatrész esetében értelmezhetünk alak- és helyzettűrést is. Méretláncok 

esetében tűréstechnikai számítás elvégzése is szükségessé válhat, amit a következő egyszerű 

példán mutatunk be. 

 

 

 

 

 

 



Példa 
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A csavarkötéssel összeszorított lemezek mérete milliméterben mérve: 

1,0

1,0

5A 



  

1,0

0

4B   
 

A csavar méretei: 

Szárhossz: 2,0

1,0

6D 



  

 

Fejmagasság: 0

1,0

5,2E   

 

A csavarfej süllyesztett furatának C méretét kell meghatároznunk a következő feltételek 

betartásával: 

 ● a csavar szára nem érheti el az alsó lemez szélét, a hézag legalább 0,2 mm legyen 

    (R1min=0,2) 

 ●a csavar feje sem lóghat ki a süllyesztett furatból, a hézag legalább 0,3 mm legyen. 

    (R2min=0,3). 

 

A méretláncra vonatkozó összefüggést mindig az „R” eredő (kiadódó) méretre kell felírni, 

függetlenül attól, hogy az-e az ismeretlen, vagy sem. Eredő minimuma esetén az eredőt 

növelő összetevő méretek minimumát, a csökkentő méretek maximumát kell venni. Jelen 

esetben 

 

maxmaxminminmin1 DCBAR   

 

Az összefüggésből az ismeretken kifejezhető: 

 

mm5,32,01,69,39,4RDBAC min1maxminminmax   

 

A másik feltétel szerint 

 

mm9,26,23,0ERCECR maxmin2minmaxminmin2   

 

A feladat most nem vezetett ellentmondásra, mivel minmax CC  adódott. A keresett C méret 

szimmetrikus tűrésmezővel felírva 

 
3,02,3C   



Példa 

Határozzuk meg az Ø 20H7/j6 furat/csap illesztés lehetséges eseteit! 

Az  Ø 20H7 furat mérete tűréstáblázat alapján Ø 0

021,0

20



.(A méretek milliméterben értendők). 

Az Ø 20j6 csap mérete Ø 004,0

009,0

20



. 

 

21m

9 m

-4 m
NJ NF

KJ

Furat Csap

Névleges

méret

20

 
 

A legnagyobb lehetséges játék NJ=21-(-4)=25 µm. 

A legnagyobb lehetséges fedés NF=9-0=9 µm. Mivel játék és fedés egyaránt előfordulhat, 

ezért az illesztés átmeneti jellegű. A tűrésmezők középértékével számolva a közepes játék 

KJ=11,5-2,5=8 µm. 

 

12) Érzékenységi irányok felismerése 

 

Tervezés során érdemes megfontolni, hogy milyen irányokban érdemes fokozni a 

pontosságot. A végeredményre kis hatással lévő paraméterek finomításának nincs értelme. 

Például esztergálásnál a kés magassági méretének állítása nem igényel akkora pontosságot, 

mint a másik két irányban való pozicionálása.   

 

érzékenység   a   pontosságra

nem   érzékeny   a   pontosságra

 
 

13) Súlyponti terhelés alkalmazása 

 

A szerkezetek terhelése során célszerű arra törekedni, hogy a terhelő erő a test súlypontjában 

(tömegközéppontjában) hasson, mert ekkor a járulékos terhelő erők és nyomatékok 

elkerülhetők.  

 



Példa 

A nyomtató patronját mozgató bordás szíj által kifejtett F erő az első esetben nem a patron 

súlypontban hat. A nyomatéki egyensúly fenntartásához ezért N-N erőkből álló erőpár is 

ébred, ami feleslegesen terheli a vezetéket és a súrlódás révén energiaveszteséget okoz. A 

második esetben a súlyponti terhelés biztosítja, hogy ne ébredjenek járulékos erők.  

 

F

ma

N

N

FmaS S

 
14) Abbe–elv alkalmazása 

 

A mérési hiba csökkenthető, ha a mérendő méret és a mérőeszköz (mérce) tengelye egy 

egyenesbe esik. 

 

Példa 

 

 
 

A tolómérőnél nincs betartva az Abbe-féle elv, azért a mozgó tapintó elbillenése a mérőerő 

hatására mérési hibát okoz. Ellenben a mikrométer  betartja az Abbe-elvet.  

 

3. Mechatronikai rendszerek modell-alapú tervezése 
 

 

Mechatronikai fejlesztési módszer 

(Roos, F-Wikander, J: Mechatronics design and optimalisation methodology nyomán) 

 

Egy mechatronikai berendezés tervezése elsősorban abban tér el a hagyományos tervezési 

eljárásoktól, hogy több, szorosan kapcsolódó mérnöki területet fog át. Annak érdekében, hogy 

egy mechatronikai rendszert optimalizálhassunk, az egész rendszert integratív módon kell 

kezelnünk. Olyan paraméterek, mint a tehetetlenségi nyomaték és villamos kapacitás a 



rendszer geometriájától függenek és csak együtt optimalizálhatók. Bonyolítja a helyzetet, 

hogy a rendszer multifunkcionalitása és komplex struktúrája miatt általában nem elégséges 

egyetlen kritérium szerint optimalizálni. 

 

Amennyiben az egyes mérnöki részterületeken belül külön-külön optimalizálunk (pl. rendszer 

identifikáció, szabályozórendszer optimális tervezés, hibadetektálás, stb.) az nem vezet 

optimális konstrukcióra. Ezért a rendszer tervezésekor minden területet egyenrangúan és egy 

időben kell kezelni (Concurrent engineering), legalább a tervezés első részében. Így például 

villamos, vagy szabályozási nézőpontból is információt kapunk a mechanikai tervezéshez. Ez 

az út lehetővé teszi az egész rendszer optimális tervezését. 

 

Az integrált mechatronikai tervezés kulcsa a modellezés és a szimuláció. Amennyiben a 

rendszer működését még a korai tervezés stádiumában analizálni és szimulálni tudjuk, úgy 

nagy esélyünk van az egész rendszer optimális megtervezésére. A mechatronikai tervezési 

eszközök egyik legfontosabb jellemzője az egyes terültek modelljeinek egymás közötti 

cserélhetősége. 

 

 

 

Mechanikai

tervezési

szempontok

Elektromechanikai

tervezési

szempontok

Szabályozó/szoftver

tervezési

szempontok

Elektronika/hardver

tervezési

 szempontok

Modell

 
 

Ábra. Különféle tervezési szempontok a modell-alapú mechatronikai tervezésben 

 

A mag-modell a teljes tervezés alapját képezi és különféle nézőpontokból (ablakokból) 

szemlélhető. Nagy előny, hogy ha az egyik ablakot megváltoztatjuk, akkor annak hatása 

azonnal megjelenik a másik ablakokban. Például a szerelési változtatások hatása a szabályozó 

rendszer szimulációjára rögtön nyomon követhető. 

 

Problémát jelenthet, hogy az egyes mérnöki területek eltérő modelleket használnak a tervezés 

során. Például a szabályozástechnikai mérnökök a modelleket átviteli függvény vagy 

állapottér leírás alakjában használják. Felületesen szemlélve ezek a modellek nincsenek 

kapcsolatban a mechatronikai rendszer fizikai paramétereivel. 

 

Az optimalizációs probléma számos optimalizációs kritériumot foglalhat magába, például:     

   

 ● súly/térfogat 

 ● energia felhasználás hatásfoka 

 ● ár 

 ● zaj/rezgés 

 ● biztonság 

 ● környezeti hatások 



 ● modularitás/flexibilitás 

 

Az optimalizáció kiterjesztése a különféle kapcsolódó mérnöki területekre (nézőpontokra) a 

paraméter-tér kiterjesztését és az optimalizációs probléma komplexitásának növekedését 

okozza. Az alábbi ábrán egy mechatronikai modul tervezésének lépései láthatók. A piros 

szaggatott vonal feletti részben jól felismerhetők a hagyományos, módszeres tervezés lépései 

(feladat megfogalmazása, követelményjegyzék, koncepcióképzés).  A szaggatott vonal alatti 

rész foglalkozik az igazi modell-alapú tervezéssel, az analízis és optimalizáció kérdéseivel. 

 

Rendszer követelmények

(jármû rendszer)

1. alrendszer

követelmények

Funkcionális

követelmények
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 struktúra

1. koncepció
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2. koncepció

tervezés

3. koncepció
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modell

Motor

 modell
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 modell
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n. alrendszer

követelmények

Követelmények    azonosítása

Koncepció képzés

Végsõ   alrendszer

 tervezés
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Modell adatbázis

(elvek   kombinálása)

(elvek   keresése)

 
 

Ábra. A modell alapú tervezés lépései 

 

Járműipari alkalmazások 

 

Sok általános célú mechatronikai rendszert standard elemek (szenzorok, aktuátorok, hajtások, 

vezérlések) optimalizált integrációjával terveznek, azonban az autóipari alrendszerek nagy 

gyártási volumene több szabadságot enged meg a tervezésnél, akár az egyes alkatrészek 



optimalizálását is beleértve. Az új lehetőség új tervezési módszert igényel, melynek fő 

jellemzői az integrált modell bázisú tervezés és optimalizáció. 

 

A mechatronikai alrendszerek szerepe ugrásszerűen növekszik a járművekben, köszönhetően  

a velük megvalósítható új funkcióknak és a modularizációnak. Az autókban sok, eredetileg 

mechanikus alrendszert elektromechanikus szerkezetek kezdenek kiváltani, az elektromos és 

hibrid hajtásra való áttérés előfutáraként. A modularizáció elektromechanikus (mechatronikai) 

rendszerek esetében sokkal jobban megoldható, hiszen  az energia és információ villamos 

vezetékekkel  könnyen átvihető az egységek között. Például a brake-by-wire (elektronikus 

fék) rendszer 4 (minden kerékre 1-1) mechatronikai modulon alapszik, melyek az információt 

a fékpedáltól (vagy egyéb rendszertől), az energiát pedig a gépkocsi villamos hálózatából 

huzalokon keresztül kapják. Ez azzal az előnnyel is jár, hogy a fékrendszer könnyen és 

flexibilisen, szoftveres algoritmus útján integrálható az ABS (anti brake system), vagy a TCS 

(traction control system = vonóerő-szabályozó) rendszerrel.  

 

Nagyon összetett feladat megtervezni és optimalizálni egy autó mechatronikai alrendszereit, 

beleértve a szigorú biztonsági előírásokat is. A környezeti hatások sokszor szélsőségesek, 

valamint a költségek korlátozottak. Mindezen tényezők új eljárást igényelnek a mechatronikai 

alrendszerek specifikációja, tervezése és optimalizációja terén.  

Egy „steer-by-wire” (elektronikus kormányzás) példáján keresztül mutatjuk be a módszert. 

 

Példa 

A példa arra szolgál, hogy érzékeltesse egy nagy integráltságú mechatronikai alrendszer 

tervezésének komplexitását és nehézségeit. A bemutatott steer-by-wire rendszer két 

mechatronikai aktuátor modulból áll, melyeket villamos kommunikációs busz kapcsol össze 

(TTP, vagy FlexRay). A beavatkozó modulok egyike a járművezető parancs/visszacsatolás 

modulja, mely a kormányhoz, vagy joystickhoz van kapcsolva. A vezető ezen keresztül érzi a 

kormánykerék elfordításakor az út visszahatását. A kormánykerékkel egybeépített 

visszacsatoló modul könnyen mozgatható, például Angliába érve a jobboldali vezetőülés elé 

áthelyezhető.  

  

 

Automatikus irányítás

Szoftver Elektronika

Szabályozó

Teljesítmény elektronika

Konverter/meghajtó
Elektromechanikus

aktuátor

Áttétel,

mechanizmus

Terhelés

Szenzorok

Parancs  a   vezetõtõl

vagy  más  rendszertõl
Energiaforrás

 
 

Ábra. Mechatronikai aktuátor-modul blokkdiagramja 

 

A másik modul a tényleges kerékmozgató aktuátor, mely a jármű első kerekeit fordítja el a 

kanyarban.  



 

 

Visszacsatoló

 modul

Kerékmozgató

(kormányzó)

modul

kommunikációs   busz

kormány

(nyomaték   kifejtés

a vezetõ   kezére)

 
 

Ábra. Steer-by-wire rendszer  

 

A példában csak a kerékmozgató modullal foglalkozunk, mely az egyszerűség kedvéért egy 

lineáris villanymotor. 

 

A feladat a kerékmozgató mechatronikai modul optimalizálása súlyra és hatásfokra, adott 

kormányzási sebességnél és nyomatéknál.  

 

A tervezés négy kérdéskör köré összpontosul. A feladatot geometriai, dinamikai, 

elektromechanikai és szabályozási nézőpontból vizsgáljuk. Ezek tovább oszthatók alaki- és 

viselkedési (matematikailag leírható) jellemzőkre.  

A rendszert bármely nézőpont szerint vizsgálva, többféle és eltérő bonyolultságú modellel 

írhatjuk le. A példában csak egyszerű modelleket alkalmazunk, csupán bemutatva a 

modelleket. 

 

Geometriai nézőpont 

 

A rendszer geometriai modellje (CAD modell) a mechanikus rész fizikai méreteit foglalja 

magába. Ez lehet egy összeállítási, vagy egy 3D rajz. 

 

 

 
 

Ábra. A kormánymű 3D és 2D geometriai modellje 

 



A geometriai modell legfontosabb paraméterei: a mozgó alkatrészek alakja és mérete (l, w, h, 

dm, lm). Kiegészítve a felhasznált anyagok jellemzőivel, a mozgó alkatrészek tömege és 

inerciája is számítható.   

 

A geometriai modellen kívül lehetne még egy többtest-modellt is alkalmazni, ahol az egyes 

alkatrészekre ható erők vizsgálhatók (dinamikai modell, free-body diagramok). 

 

Elektromechanikai nézőpont  

 

Ez a modell foglalkozik az aktuátorban lezajló villamos-mechanikai energia átalakítással. Az 

ábra egyszerűsítve mutatja a lineármotor modelljét. A legfontosabb paraméterek: a motor erő- 

és feszültségkonstansa (Cf, Cv).  

 

 

 
 

Ábra. Az aktuátor elektromechanikai nézőpontból 

 

 

Szabályozási nézőpont 

 

A rendszert a szabályozástechnikai mérnök szemszögéből mutatja, ami a szabályozott szakasz 

és a szabályozó matematikai leírásán alapul. Függ a geometriai és az elektromechanikai 

adatoktól. 

 

 
Ábra. A modul szabályozástechnikai nézőpontból vizsgálva 

 

Paraméterek és optimalizáció 

 

A rendszer működésére ható legfontosabb paraméterek a táblázatban láthatók. Itt X közvetlen 

kapcsolatot jelül a paraméterek és az optimalizálási kritériumok között, ugyanakkor O 

közvetett kapcsolatot jelöl. 
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Ábra. Az egyes  paraméterek viszonya a követelményekkel és optimalizációs kritériumokkal 

 

Mint látható, az összes paraméter közvetlenül, vagy közvetetten befolyásolja a működést 

(nyomatékot és sebességet). Amennyiben csak azokat a paramétereket tekintjük, melyek 

közvetlenül befolyásolják a rendszer össztömegét (mechanizmus tömege, mozgórész tömege, 

állórész geometria), az optimalizációs probléma nem tűnik bonyolultnak. Ha azonban azokat a 

paramétereket is tekintjük, melyek közvetetten befolyásolják az össztömeget, a feladat 

gyorsan bonyolódik. 

A következő táblázat a DSM tervezési struktúra-mátrixot (Design Structure Matrix) mutatja 

néhány kiválasztott rendszerparaméterre. A legfontosabb paraméterek egyike a motor 

mozgórészének geometriája és tömege. A motor mozgórésze teszi nehézzé (sőt lehetetlenné) a 

mechanikai terhelés és az elektromechanikus aktuátor tervezésének szétválasztását (független 

tervezését). 

 w h l ml dm lm mm R L Cf Cv Im 

Mechanizmus szélesség w   X         

Mechanizmus magasság  h  X         

Mechanizmus hossz   l X         

Mechanizmus tömeg    ml        O 

Mozgórész átmérő     dm  X X X X X X 

Mozgórész hossz      lm X X X X X X 

Mozgórész tömeg       mm     O 

Motor ellenállás        R    X 

Motor induktivitás         L   X 

Motor erőkonstans          Cf  O 

Motor feszültségkonstans           Cv  

Névleges motor áram          X X Im 

 

Ábra. DSM tervezési struktúra mátrix (csak néhány paraméterre) 



Láthatóan a különféle mérnöki területek (nézőpontok) paraméterei nagyon függenek 

egymástól a mechatronikai rendszerekben. A rendszer optimalizálásának egyedüli lehetősége 

abban van, ha a rendszert integratív módon, a különböző területeken átnyúlva kezeljük.   

A tervezés során célszerű egy nagyon redukált rendszerrel kezdeni (pl. motor és állandó 

tömeg), majd egyre több résszel kiegészíteni a rendszert. Célszerű olyan részeket keresni a 

tervezési struktúra mátrix segítségével, melyek függetlenek a rendszer többi részétől, ezért 

azok függetlenül tervezhetők. 

 

 

4. Manipulátorok dinamikai tervezése 
 

Koordinátarendszerek transzformációja 

 

Az egyenesvonalú, Descartes-féle derékszögű, nyugvó KRSZ0 koordinátarendszer 

megadására formálisan az egymásra páronként merőleges (ortogonális) és jobbsodrású i, j, k  

egységvektorok szolgálnak, melyek kijelölik a koordinátatengelyek irányát. Egy tetszőleges P 

pont helyvektorát a következő módon adhatjuk meg: 

 

 rP= xi +yj+zk=[x y z]T 

 

(„T” a transzponált jelölése: az oszlopvektort sorvektorként írjuk fel a kisebb helyigény miatt) 
 

Ugyanannak a P pontnak a helyzetét megadhatjuk más-más koordinátarendszerben is, melyek 

általában egy adott testtel együtt mozognak, és az eredeti álló koordinátarendszerhez képest 

 a) elforgatott 

 b) eltolt 

 c) általános (eltolt és elforgatott)  

helyzetben vannak.  

Vizsgálataink célja a mozgó- és a nyugvó koordinátarendszer koordinátái közötti kapcsolatot 

kiderítése. 

 

A mozgás esetei 

Egy test egyik helyzetéből a másikba eltolással (transzláció) és forgatással (rotáció) hozható. 

  

a) rotáció 

A mozgó koordinátarendszer origója egybeesik az álló koordinátarendszer origójával, a 

koodinátatengelyek viszont nem feltétlenül esnek egybe az álló koordinátarendszer 

tengelyeivel.  

 

b) transzláció 

A testhez kötött koordinátarendszer tengelyei a kezdő és véghelyzetben párhuzamosak 

egymással. A két koordinátarendszer origóját összekötő vektor a transzláció (eltolás) vektora. 

Ez határozza meg a mozgó koordinátarendszer pozícióját. 

 
 

a) Elforgatott koordinátarendszer (Rotáció) 
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Ugyanannak a P pontnak a helyzetét megadhatjuk a nyugvó (piros) koordinátarendszerrel 

azonos origójú, de ahhoz képest elforgatott  KRSZ(R) koordinátarendszerben is, melynek eu
(R), 

ev
(R), ew

(R) egységvektorai szöget zárnak be az álló koordinátarendszer egységvektoraival. Más 

szóval a mozgó koordinátarendszer orientációja különbözik a nyugvó koordinátarendszer 

orientciójától. 

  

 

rP
(R)= u eu + v ev +w ew = [u v w]T 

 

 

Itt az elforgatott koordinátarendszer formális eu, ev, ew helyvektorai számszerűen is 

megadhatók a nyugvó koordinátarendszerben, ekkor jelölésük (o)eu
 ,  (o)ev

 , (o)ew. 

 

A mozgó koordinátarendszer egységvektorait a nyugvó koordinátarendszerben azok 

iránykoszinuszaival adhatjuk meg. Az egységvektorok koordinátáit egy 3*3 méretű rotációs 

(forgató) mátrixban foglalhatjuk össze, mely a mozgó koordinátarendszer orientációját 

jellemzi. Ha az i-dik mozgó testhez kötött koordinátarendszer rotációs mátrixát tekintjük, 

akkor a jelölések a következők: 

 

 

 )i(

w)o(

)i(

v)o(

)i(

u)o(

oi
eeeR 
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Példa 

Az eu, ev, ew egységvektorokkal adott elforgatott koordinátarendszer tengelyei az ábrán jelölt 

szögekkel adottak az álló koordinátarendszerben.   

a) Adjuk meg az ábrán látható, i-dik testhez rögzített mozgó koordinátarendszer eu, ev, ew 

egységvektorait a nyugvó koordinátarendszerben!  

b) Mekkora szöget zár be az „u” tengely az „x, y és z” tengelyekkel? 



c) Írjuk fel a rotációs mátrixot!  

d) Írjuk fel az álló koordinátarendszerben annak a helyvektornak a komponenseit, melyet 

az elforgatott koordinátarendszerben az T)R(

P ]111[r helyvektor jellemez! 
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Megoldás 

Ad a)  

Az egységnyi hosszúságú irányvektorok komponensei a nyugvó koordinátarendszerben az 

ábrán látható derékszögű háromszögekből egyszerűen felírhatók. Az eu vektor x–tengely 

irányú komponenst például úgy kapjuk, ha képezzük az egységnyi hosszúságú eu vektor x-y 

síkra vett vetületét, majd annak kiszámítjuk az x-tengelyre vett vetületét.  
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Hasonló módon az ev komponensei is leolvashatók: 
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A harmadik egységvektort az egységvektorok ortogonalitása (merőlegessége) miatt 

számíthatjuk vektorszorzással is: 
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Ad b) 



Az (o)eu
(i) egységvektor komponensei egyúttal az x, y, z tengelyekkel bezárt szögek 

koszinuszai. Tehát az (o)eu
(i) egységvektor az egyes koordinátatengelyekkel az alábbi szögeket 

zárja be: 
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Ad c) 

A rotációs mátrix az egységvektorok ismeretében könnyen felírható: 
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Ad d) 

A mozgó megfigyelő által az elforgatott koordinátarendszerben látott [1 1 1]T vektor az álló 

koordinátarendszerben a következő: 
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Elemi forgatások rotációs mátrixai 

 

 

Először a legegyszerűbb esettel foglalkozunk, amikor a mozgó koordinátarendszert csupán 

az egyik koordinátatengely körül forgatjuk el. Az ilyen forgatást elemi forgatásnak 

nevezzük. A forgatás szögének nagyságára nincs kikötésünk, ellentétben a műszaki gyakorlat 

más területeivel, ahol „elemi” alatt általában elemien kicsiny mennyiségeket értünk 



 

Cél: az elforgatott  mozgó koordinátarendszerben mért r(R) [u,v,w] helyvektor átszámítása az 

álló koordinátarendszerben mért r[x,y,z] helyvektorba. 

 

Az egyes koordinátatengelyek körüli forgatást pozitívnak tekintjük, ha az a jobbcsavar-

szabályt követi (ábra). Jobb kezünk hüvelykujját a koordinátatengely irányába fordítjuk, a 

többi begörbített ujjunk ekkor a forgatás irányába mutat. Az elfordulásokat egyezményes 

görög betűkkel jelöljük: az x-tengely körül Φ (fí), az y-tengely körül Ψ (pszí), a z-tengely 

körül θ.(teta).   
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Tekintsük először azt az esetet, mikor a mozgó koordinátarendszert az x-tengely körül Φ 

szöggel forgatjuk el (ábra) 
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A P pont helyvektorát jelöljük a mozgó koordinátarendszerben  T)R(

P wvur , míg az 

álló koordinátarendszerben  TzyxPr vektorral. Keressük azt a rotációs mátrixot, 

mellyel a mozgó koordinátarendszerben értelmezett u,v,w koordinátákat át tudjuk számítani 

az álló koordinátarendszer x,y,z koordinátáiba.  Az ábra derékszögű háromszögeiből kifejezett 

befogókkal az átszámítás könnyen elvégezhető: 
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Az előbbi egyenletek mátrixos írásmóddal a következő alakra hozhatók: 
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Vegyük észre, hogy az Rx() forgató mátrix oszlopaiban valóban a mozgó 

koordinátarendszer  egységvektorainak álló koordinátarendszerben mért iránykoszinuszai 

állnak. 

A forgató mátrix segítségével tehát felírhatjuk a mozgó koordinátarendszerben adott 

helyvektort az álló koordinátarendszerben: 
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Hasonlóan írhatjuk fel az y-tengely körüli Ψ szöggel történő forgatás mátrixát (ábra): 
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A z-tengely körüli forgatás mátrixa pedig a következő: 
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Összetett forgatások 

 

Összetett forgatásról beszélünk, ha a forgatás nem csupán egyetlen koordinátatengely körül 

történik.    

Három egymást követő elemi forgatással a mozgó koordinátarendszer tetszőleges helyzetbe 

hozható. Ügyelni kell azonban arra, hogy a forgatások sorrendjét előre rögzítsük, mert 

amennyiben felcseréljük a forgatások sorrendjét, más végeredményt kapunk! 

(Mechanikai tanulmányainkból ismert, hogy a véges elfordulások nem összegezhetők 

vektorosan!) 

Például fordítsuk el az x-y síkban fekvő Mechatronika könyvet először az x-tengely, majd az 

y-tengely körül 90 fokkal, majd ismételjük meg a forgatásokat fordított sorrendben!  
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A könyv piros színnel jelölt véghelyzete a forgatások sorrendjétől függően különböző lesz!  

 

Az elemi forgatások egy gyakran alkalmazott sorrendje a következő: először a z-tengely, majd 

az új x-tengely, végül az új z-tengely körül. A forgatások szögeit ekkor Euler-szögeknek 

nevezik.  

Az eredő forgató mátrixot az egyes elemi forgatások mátrixainak szorzataként kapjuk, amivel 

a transzformáció a következő alakban írható: 
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Példa 



 

Legyen egy P pont helyzetét megadó helyvektor a mozgó koordinátarendszerben  

rP
(R) = [1 1 1]T. Forgassuk el a mozgó koordinátarendszert a z-tengely körül Φ=90 fokkal, az 

új xR tengely körül Ψ=90 fokkal, majd az új zR tengely körül θ=90 fokkal. Adjuk meg a P 

pont helyzetét az álló koordinátarendszerben!  
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Mint az ábrán is ellenőrizhetjük, a P pont helyvektora az álló (piros) koordinátarendszerben         

rP=[1 -1 1]T. 

 

Megjegyzendő, hogy létezik más gyakran alkalmazott forgatási sorrend is (Kardan-szögek). 

 

b) Eltolt helyzetű mozgó koordinátarendszer (Transzláció) 

 

A mozgó koordinátarendszer irányítottsága (orientációja) megegyezik a nyugvó 

koodinátarendszerével. Következésképpen a két koordinátarendszer egységvektorai azonosak: 

eu = i, ev = j, ew = k. A mozgó koordinátarendszer origója az rO transzláció-vektorral van 

eltolva, ezáltal a mozgó koordinátarendszer pozíciója különböző.. 
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A mozgó koordinátarendszerben mért rP
(T) helyvektor ismeretében az álló 

koordinátarendszerben mért helyvektor az  
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POP rrr   

összefüggéssel határozható meg. 

 

c) Általános helyzetű  (forgó+haladó mozgást végző) koordinátarendszer 

 

Általánosságban mind a mozgó koordinátarendszer origójának pozíciója, mind a 

koordinátarendszer orientációja különbözik az álló koordinátarendszertől. Célunk a mozgó 

testhez rögzített mozgó koordinátarendszerben adott helyvektor átszámítása 

(áttranszformálása) az álló koordinátarendszerbe. A koordináta-transzformáció a transzláció 

és a rotáció szuperpozíciójaként fogható fel. 

Az alábbi ábrán a robot i-dik karjához mereven kötött mozgó (kék) koordinátarendszerben 

adott P pont helyzetét határozzuk meg az álló (piros) koordinátarendszerben.  
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Egy tetszőleges P pont helyvektorára igaz a következő összefüggés a nyugvó 

koordinátarendszerben szemlélve: 

r P = r O + r OP 

 

ahol rO a mozgó koordinátarendszer pozícióját megadó transzláció-vektor. Az álló 

koordinátarendszerben értelmezett rOP helyvektort azonban koordináta-transzformációval 

felírhatjuk a mozgó koordinátarendszerben megadott (i)rP vektorral is: 

 

r OP=(i)R· (i)r P 

 

 

Behelyettesítve az előbbi összefüggésbe, egy y=Ax+b alakú, lineáris, inhomogén 

összefüggést kapunk: 
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ahol rO a mozgó koordinátarendszer eltolását, OiR pedig az elforgatását jellemzi. 

 

Az inhomogén egyenlettel leírt transzformáció speciális esetei a következők: 

Tiszta transzláció:  IR Oi  (egységmátrix) 

Tiszta rotáció:        0r O  

Egybeeső koordinátarendszerek: IR Oi , 0r O  

 

 

Összefoglalva az elmondottakat, ha ismerjük a mozgó koordinátarendszerben a P pont (i)rP 

helyvektorát, valamint a mozgó koordinátarendszer rO pozícióját és OiR orientációját, akkor 

ezen összefüggéssel meghatározhatjuk a P pont nyugvó koordinátarendszerbeli koordinátáit, 

következésképpen a (KRSZ)i→(KRSZ)o koordináta-transzformációt valósítjuk meg. 

 

Megjegyezzük, hogy lehetőség van a (KRSZ)o→(KRSZ)i  inverz transzformáció 

végrehajtására is: 

 

 

OP
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P)i( rRr   

 

ahol rOP=rP-rO, valamint az TOi1OiiO )( RRR   inverz mátrix a forgató mátrix 

transzponáltjával egyenlő. 

 

Példa 

 

Az ábrán látható síkbeli mechanizmus adatai közül ismert a P pont (i)rP koordinátája az i-dik 

taghoz rendelt mozgó koordinátarendszerben és a mozgó koordinátarendszer origójának rO 

helyvektora.  
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Keressük a P pont álló koordinátarendszerbeli rP helyvektorát, valamint abszolút sebességét.és 

gyorsulását. 

 

Megoldás 



Az egyetlen (elemi) z-tengely körüli elforgatást síkbeli esetben a 
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forgató mátrix írja le. A P pont helyvektora egyszerűen megkapható az 

 

P)i(

Oi

OP rRrr     (1) 

 

összefüggés szerint az eltolás (transzláció) és elforgatás (rotáció) szuperpozíciójával. 

Behelyettesítve a vektorkoordinátákat 

 








































v

u

cossin

sincos

y

x

y

x

0

0
 

 

Sebesség 

A P pont sebességét idő szerinti differenciálással (szorzatfüggvény!) nyerjük: 

 

P)i(zP)i(zOP )()( rRrRrr       (2) 

 

A forgató mátrix deriválásakor a láncszabályt alkalmazzuk, ahol  a mozgó 

koordinátarendszer pillanatnyi szögsebessége: 
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Vegyük figyelembe továbbá, hogy a merevtestszerű mozgás miatt az (i)rP vektor a mozgó 

koordinátarendszerhez képest sem hosszát, sem irányát nem változtatja, ezért 0r P)i(
  . 
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Egy másik lehetőség szerint (1) egyenlet átrendezésével 

)(Rr OP
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Ezt helyettesítsük (2)-be: 
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Elvégezve a részműveletet 
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A sebesség ezzel 
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Gyorsulás 

 

 

A gyorsulás hasonló módon nyerhető a (3) sebesség idő szerinti differenciálásával. 
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Egyszerűsítés és (3) alkalmazása után 
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Az eredmény nem meglepő, a szállító gyorsulás komponensek a körmozgás tangenciális és 

centripetális gyorsulásai. 

 

Homogén koordináták 

 

Amint megállapítottuk, egy általános helyzetben lévő mozgó koordinátarendszer 

(KRSZ)i→(KRSZ)O transzformációja a  
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lineáris, inhomogén összefüggéssel (y=Ax+b) írható le. A további számítások egyszerűsítése 

érdekében kis átalakítással, a vektorok dimenziójának bővítésével, az összefüggés homogénné 

(y=A*x) tehető. Vezessük be a rotációt és transzlációt együttesen leíró 4x4-es T 

transzformációs mátrixot az alábbiak szerint: 

 

 











1000

)1*3(vektoraEltolás)3*3(mátrixRotációs
T  

 

valamint egészítsük ki a helyvektorokat egy negyedik elemmel, 1-gyel: 
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Most ellenőrizzük le, hogy a  
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homogén transzformációt leíró egyenlet valóban egyenértékű-e az inhomogén egyenlettel?  
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A homogén transzformáció valóban egyenértékű az inhomogén transzformációval, sőt 

járulékosan egy 1=1 azonosságot is tartalmaz. 

 

 

Fa-struktúrájú mechanikus rendszerek kinematikája 

 

Csak nyitott, elágazás nélküli kinematikai láncokkal foglalkozunk, melyre jó példa egy ipari 

robot. A kinematikai viszonyok leírása ebben az esetben egyszerűen, egymást követő 

koordináta-transzformációkkal és rekurzív algoritmusokkal elvégezhető. 
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Például az i-dik koordinátarendszerben adott (i)rP
+ vektort az (i-1)-dik koordinátarendszerben 
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összefüggéssel számítható, melyet felhasználhatunk az i-2-dik koordinátarendszerben mért 

koordináták kiszámításához:  
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Folytatva az eljárást, végül eljutunk az álló koordinátarendszerben mért koordinátákhoz: 
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Az egymást követő transzformációs mátrixok szorzataként nyert i

0T eredő transzformációs 

mátrixszal kapcsolatot teremthetünk a kinematikai lánc utolsó, mozgó koordinátarendszerében 

mért koordináták, valamint az álló koordinátarendszerben mért koordináták között. 

 

 

Példa 

Egy robot mozgását a (piros) álló koordinátarendszerben szemléljük. A robotot most csupán 

két forgómozgású aktuátor működteti: Az egyik a függőleges tengely körüli forgatást végzi 

(pillanatnyilag θ1 szöget zár be az alaphelyzettel). A másik a k2 hosszúságú kar forgatását 

végzi a függőleges k1 hosszúságú karhoz képest (most θ2 szöggel jellemezzük a kar helyzetét). 

A robotkarok jelenleg az S1 síkban vannak.   
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Határozzuk meg a robotkarra szerelt befogó (effektorpont) helyvektorát az álló 

koordinátarendszerben, homogén koordinátatranszformáció segítségével! 

 

 

Megoldás geometriai szemlélet alapján 

 

A végeredményt egyszerű geometriai számításokkal is megkaphatjuk, amit ellenőrzésül 

fogunk felhasználni. 
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Megoldás homogén koordinátatranszformációval 

 

a) K1 koordinátarendszer, (A pont): 

 

A KRSZ0 álló koordinátarendszerhez képest a K1 koordinátarendszer (ábrán kék színnel 

jelölve)  θ1 szöggel van  elforgatva a z0 tengely körül. Eltolás nincs a két koordinátarendszer 

között.  A forgatás Rz(θ1) mátrixát (…) szerint felírva és a zérus transzlációvektorral 

kiegészítve a transzformációs matrix a következő: 
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b) KRSZ2 koordinátarendszer, (A→B pont= két forgatás+1 eltolás) 

 

A koordinátatranszformáció több lépésből áll: a cél az, hogy a B pontban lévő krsz x tengelye  

a következő (P) csuklópont felé mutasson. Ha ez cask több forgatásal érhető el, akkor az x, z, 

x tengely körüli forgatási sorrendet kell követni. Először a KRSZ1-t 90 fokkal el kell forgatni  

az x tengely körül 
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Ezt követően a z-tengely körül θ2 szöggel forgatjuk el a koordinátarendszert.  

 

























100

0cossin

0sincos

22

22

2R  

Így az x2 koordinátatengely már a következő, P csuklópont felé mutat. 

Az eredő rotációs mátrix a két elemi rotációs mátrix szorzata: 

 

























0cossin

100

0sincos

22

22

222 RRR  

 

A forgatásokhoz k1 transzláció is társul z irányban. Ezzel a transzformációs mátrix 
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c) K3 koordinátarendszer (B→P pont) 

 

A K3 koordinátarendszer a K2-köz képest nincs elforgatva (R=I) csupán x-irányban k2-vel van 

eltolva. A transzformációs mátrix így: 
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Az eredő transzformációs mátrix a rész- transzformációs mátrixok szorzásával kapható: 
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Az effektorpont jelen esetben a K3 krsz origója (P pont), melynek koordinátáit az eredő 

transzformációs mátrix utolsó oszlopából olvashatjuk le. Ez könnyen belátható, mivel a K3 

krsz-ben értelmezett helyvektort zérusnak tekintjük ( (i)rp=0), ami maga a K3 krsz origója: 
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Az eredmény megegyezik az elemi számítással kapott megoldással. 

 

Denavit-Hartenberg módszer 

 

Az előzőekben bemutatott 4*4-es mátrixú, rotációt és transzlációt magában foglaló 

koordináta-transzformációs módszer egy elterjedt változata a Denavit-Hartenberg módszer, 

mely térbeli mechanizmusok kinematikájának szisztematikus leírására lett kidolgozva. A 

módszer egységes és minimális számú paramétert használ a merev testekből álló rendszer 

kinematikájának leírására. Az egységesítés alapját az egyes merev testekhez rendelt 

koordinátarendszerek kijelölésének szabályai képezik.  

 

Az ábrán egy többtest-rendszer két szomszédos tagját láthatjuk. Az egyes testekhez rendelt 

koordinátarendszerek kijelölése során az alábbi szabályokat kell betartani: 

 

1) Az i-dik testhez rendelt KRSZi koordinátarendszer pozícióját meghatározó Oi origó az i-

dik és (i+1)-dik csuklótengelyek normál transzverzálisának (n.trv), valamint az (i+1)-dik 

csuklótengelynek a metszéspontjában helyezkedjen el. (Normál transzverzális: kitérő 

tengelyek esetén az az egyenes, mely mindkét tengelyre merőleges) 

 

2) A koordinátarendszer orientációjára nézve az alábbi szabályok érvényesek: 

 a)  az xi-tengely a meghosszabbított normál transzverzális irányába mutasson 

 b)  a zi-tengely az (i+1)-dik csuklótengely irányába mutasson 

 c)  az yi-tengely a jobbsodrású koordinátarendszernek megfelelő legyen  
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A KRSZi koordinátarendszer helyzetét a KRSZi-1 koordinátarendszerhez képest négy Denavit-

Hartenberg paraméterrel adhatjuk meg: 

 

Θi az x-koordináta tengely irányának változása, )x,x( i1i  

di az xi-1 és xi tengelyek az Oi-1 és Ni-1 pontban metszik a zi-1 tengelyt, 1i1ii NOd  . 

ai a i-dik és (i+1)-dik csuklótengely normál transzverzálisának hossza, i1ii ONa  . 

αi a i-dik és (i+1)-dik csuklótengely szögének megváltozása, )z,z( i1i  

 

Ezekkel a paraméterekkel a KRSZi → KRSZi-1 koordináta-transzformáció három egymást 

követő elemi transzformációval végezhető el: 

 

a) a KRSZi-1 elforgatása zi-1 tengely körül Θi szöggel (nincs transzláció): 
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b) Eltolás az xi tengely mentén ai értékkel, valamint a zi-1 tengely mentén di értékkel (nincs 

rotáció) : 
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c) Elforgatás az xi-tengely körül αi szöggel (nincs eltolás): 
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A három elemi transzformáció mátrixának összeszorzásával kapjuk azt az eredő homogén 

transzformációs mátrixot, mellyel a KRSZi koordinátáit átszámíthatjuk a szomszédos KRSZi-1 

koordinátáiba: 
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A gyakorlatban előforduló speciális esetek a következők: 

 

1) Általában az alkalmazott csuklók (a csuklókban elhelyezett motorok) 1 szabadságfokúak. 

Ekkor a 4 DH paraméter közül az egyik biztosan általános koordináta lesz. Forgó csuklónál 

ii q , transzlációs csuklónál (lineáris aktuátornál) di=qi. 

 

2) A DH módszer paraméterei nem mindig egyértelműek. Például párhuzamos tengelyeknél 

végtelen sok normál transzverzális létezik, ezért di értéke határozatlan. Célszerű ilyenkor a 

di=0 érték választása.  

 

3) Egymást metsző tengelyeknél ai=0 

 

4) Egymást derékszögben metsző csuklótengelyek esetében ai=0 és αi=π/2. 

 

5) Az álló (legelső) koordinátarendszer z-tengelye csuklótengely irányába mutasson. 

 

6) Az utolsó koordinátarendszert célszerű az effektorpontba helyezni úgy, hogy x-tengelye az 

előző normál transzverzális irányába mutasson. 

 

 

 

Példa 

Az előzőekben a homogén transzformációs mátrixok módszerével megoldott feladatot 

vizsgáljuk a DH-módszerrel! 



x
0

y
0

x
1

y
1

z
0

z
1=

1

x
2
'

z
2
'

y
2
'

z
2
"=

x
2
"

y
2
"

2/

k
1

x
3

y
3

z
3

2

k
2

S
0

S
1

 
 

 

 

Először táblázatot készítünk az egyes koordinátarendszerek jellemzőiről. Ez a feladat 

legnehezebb része, amihez jól kell értelmezni a DH-paraméterek jelentését.  

 

 

KRSZ. sorszáma Θ d a Α megjegyzés 

1 Θ1 0 0 0 forgatás z körül 

2a 0 k1 0 π/2 eltolás+forgatás x-körül 

2b Θ2 0 0 0 forgatás z-körül 

3 0 0 k2 0 eltolás 

 

 

 

Az egyes merev testekhez rendelt koordinátarendszerekben mért koordináták 

transzformálásakor minden esetben a 1i

iT   DH transzformációs mátrixot alkalmazzuk 

 

A feladat az effektorponthoz rendelt mozgó koordinátarendszer és az álló koordinátarendszer 

közötti koordináta-transzformáció felírása. A feladatot a fa-struktúrájú rendszerekre 

kidolgozott DH-módszerrel oldjuk meg. 

 

A KRSZ1→KRSZ0 koordináta-transzformáció mátrixa (forgatás z-körül)  
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A KRSZ2→KRSZ1 transzformációt két lépésben számítjuk: először a koordinátarendszert 

eltoljuk az O2 pontba és elforgatjuk az x tengely körül: 
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Ezt követően a koordinátarendszert az O2 pontban elforgatjuk a z-tengely körül: 
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A második koordinátatranszformáció eredő transzformációs mátrixa: 
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Végül a KRSZ3→KRSZ2 transzformációt (eltolást) alkalmazzuk: 
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Az eredő transzformációs mátrix: 
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A negyedik oszlop első három eleme az effektorpont (O3) koordinátájával egyezik meg. 

Gondoljunk arra, hogy ha a KRSZ3-ban egy zérus helyvektort adunk meg, akkor annak 

koordinátái az álló koordinátarendszerben: 
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valóban a transzformációs mátrix utolsó oszlopának elemei. Egyébként ugyanazt az 

eredményt kaptuk, mint előző számításaink során. 

 

Direkt és inverz kinematikai feladat 

 

Egy mechanizmus vagy hajtáslánc mozgástani viszonyainak tervezése során két alapfeladattal 

találkozhatunk: 

 

a) Ismertek egy adott időpontban a mechanizmus helyzetét megadó általános koordináták (a 

forgómozgású aktuátorok szögelfordulásait, a lineáris mozgású aktuátorok elmozdulásait 

leíró q vektor), keressük az effektorpont (vagy a hajtáslánc utolsó elemének) helyzetét 

megadó r vektort. A megoldandó 

 

)(f qr   

 

egyenletet direkt kinematikai feladatnak nevezzük, mely általában egyszerű geometriai 

megfontolásokkal is megoldható. Ez a feladattípus ritkán fordul elő. 

 

b) Keressük az általános koordináták (az aktuátorokat jellemző szögelfordulások, 

elmozdulások) azon értékeit, melyeknél a P effektorpont (vagy a hajtáslánc utolsó 

elemének) helyzetét megadó r vektor egy előírt értéket vesz fel. A megoldandó  

 

)(f 1 rq   

 

egyenletet inverz kinematikai feladatnak nevezzük. Inverz kinematikai feladat gyakran 

fordul elő, mivel többnyire valamilyen előírt r=r(s(t)) pályagörbe szerinti mozgást 

szeretnénk megvalósítani. Az inverz kinematikai feladat megoldása általában a 

nemlinearitások és az egyenletek implicit jellege miatt bonyolult, sok esetben nem is 

egyértelmű.  

 

A P pont szabadságfokától, illetve a mechanizmus szabadságfokától függően beszélhetünk 

határozott, illetve határozatlan feladatról. 

Az ábrán a síkbeli mechanizmus P effektorpontjának szabadságfoka n=2 (két irányú  

elmozdulása lehetséges, két független x és y koordinátával egyértelműen megadható a 

pozíciója). A mechanizmus szabadságfoka szintén m=2, mivel két független adattal (Θ1 és Θ2 

általános koordinátákkal) egyértelműen megadható a helyzete. Az n=m esetben a 

mechanizmus lehetséges mozgásterében általában egyértelmű megoldást kapunk (….példa), 

vagy véges sok megoldás létezik (ábra). Például az ábrán feltüntetett k1 és k2 hosszúságú 

karokból álló mechanizmusnak két (szimmetrikus) helyzete is teljesíti a követelményeket.  
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Amennyiben a mechanizmus szabadságfoka nagyobb a pont szabadságfokánál, végtelen sok 

lehetséges megoldást kaphatunk. Ha az előbbi feladatot a ( ) ábra szerinti 3 karos síkbeli 

mechanizmussal valósítjuk meg, akkor mint azt az ábrából is megállapíthatjuk, végtelen sok 

megoldást kapunk, melyekből csupán négyet tüntettünk fel. Valamilyen optimum-kritérium 

előírásával a feladat ilyenkor is egyértelművé tehető (például a k1 kar Θ1 elfordulási szöge 

legyen minimális). 
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Példa 

Egy darusautó gémjét egy hidromotor (rotációs aktuátor) forgatja az A pont körül. A gém 

hosszát pedig egy hidraulikus munkahengerrel (lineáris aktuátor) lehetséges változtatni.   

 

P

A

 
 



a) Határozzuk meg a gém P végpontjának (effektorpont) helyzetét az általános koordináták 

függvényében! 

 

b) Tételezzük fel, hogy egy függőleges síkú falat kell lefesteni a darusautó kosarából. 

Határozzuk meg egy előírt P(y) helyzethez tartozó általános koordinátákat! 

 

c) Tételezzük fel, hogy a falat vy=állandó sebességgel festik. Adjuk meg az általános 

koordináták időfüggvényét! 

 

ad a) 

Az r=f(q) direkt kinematikai feladatot kell megoldanunk. A direkt kinematikai feladat szerint 

az általános koordinátákat, mint egy többváltozós függvény független változóit tetszés szerint 

megválasztva (az aktuátorrokat függetlenül működtetve) a gém végpontjának helyzetét 

keressük.    

 

q
1

k=q
2

h

x

y

P

x

y

A B

 
 

 

Legyen a két általános koordináta közül az egyik a hidromotor szögelfordulása (q1=Θ), a 

másik a hidraulikahenger dugattyújának elmozdulása (q2=k). 

Az ábra APB derékszögű háromszögéből egyszerűen felírhatjuk a P pont abszolút 

koordinátáit, mint az általános koordináták függvényét: 
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ad b) 

Most a q=f-1(r) inverz kinematikai feladatot kell megoldanunk. Az általános koordináták azon 

értékeit keressük, melyek az előírt pályagörbe egy-egy pontját eredményezik A mostani 

egyszerű esetben geometriai szemlélettel egyszerű megoldásra juthatunk. 
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 Válasszuk egy tetszőleges pozíció jellemzésére a P pont y koordinátáját, mint paramétert. A 

Θ szögelfordulás a derékszögű háromszögből egyszerűen számítható: 

a

y
arctgq1   

 

A dugattyú elmozdulását a Pythagorasz-tétel alapján számíthatjuk: 

 

hyaq 22

2   

Ezzel tetszőleges y paraméterhez sikerült meghatároznunk az általános koordinátákat. 

 

ad c) 

Ismert a befutott r=r(s(t)) pályagörbe, mint a t időparaméter függvénye. A pályagörbe 

paraméteres egyenletrendszere  
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Helyettesítsük y kifejezését az általános koordináták kifejezéseibe:   
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Megjegyzés 

A feladat megoldható a pályagörbe paraméteres egyenleteinek a direkt kinematikai feladat 

egyenleteibe való helyettesítésével is: 
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Osszuk el a két egyenletet egymással, hogy az egyik általános koordinátát kifejezhessük: 
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A második egyenletbe visszahelyettesítve q1 értékét, a q2 általános koordináta is kiszámítható: 
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A bemutatott nagyon egyszerű példa esetén könnyen megoldottuk az inverz kinematikai 

feladatot. A meghatározott q1(t), q2(t) függvények vezérlés esetén a kívánt effektorpont 

elmozdulást eredményezik, szabályozás esetén pedig alapjelként szolgálnak. 

Bonyolultabb esetekben (már a kétkarú mechanizmusnál is) matematikai nehézségekbe 

ütközhetünk. 

 

Jacobi-mátrix 

 

A következő részben összefüggést keresünk az effektorpont sebessége, valamint az általános 

koordinátasebességek között. Az általános koordinátasebességek ismerete például az 

aktuátorok többhurkos szabályozásakor szükséges.  

 

Legyen az álló (globális) koordinátarendszerben az effektorpont helyvektora r, az általános 

koordináták vektora pedig q, a közöttük lévő kapcsolat pedig  

 

)(qfr   

 

Deriváljuk az egyenletet idő szerint és közben alkalmazzuk láncszabályt, mivel az f függvény 

q-n keresztül függvénye az időnek, 
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A kapott összefüggésben a deriváltat  jelölő J(q) az ún. Jacobi-mátrix, melynek elemei 

 

j

i
ij

q

f
J




  

 

szabály szerint számítandók. Amennyiben J(q) reguláris (determinánsa nem nulla), az 

általános koordinátasebességek kifejezhetők: 

 

rqJq  )(1  

 

 

Példa 

Határozzuk meg az előző példában az általános koordinátasebességeket ( ?k?,   ), ha a 

gém P pontja vy=állandó függőleges sebességgel mozog! 

 

A P pont sebességvektora az álló (globális) koordinátarendszerben 
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(Most a függőleges mozgás miatt az x-irányú sebességkomponens zérus). Az általános 

koordinátasebességek vektora 
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A P pont koordinátái és az általános koordináták közötti f(q) függvénykapcsolat az előző 

példából ismert: 
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Képezzük a Jacobi-mátrix elemeit 
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A P pont sebessége az általános koordinátasebességek függvényében  a következő 

összefüggéssel számítható (ez a direkt kinematikai feladat): 
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A feladat szerint azonban az általános koordinátasebességeket kell meghatároznunk (ez az 

indirekt kinematikai feladat), amihez a Jacobi-mátrix inverzére van szükségünk. Egy mátrix 

inverzét a jól ismert 
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szabály szerint számítjuk. Először a  Jacobi-mátrix determinánsát számítjuk ki: 
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Az adjungált mátrix az előjeles aldeterminánsok transzponáltja: 
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Ezekkel a Jacobi-mátrix inverze: 
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Az általános koordináta-sebességek a rqJq  )(1 egyenletből számíthatók:  



 

































y

x

sin)kh(cos)kh(

cossin

kh

1

k 






 

 

Mivel 0xvx   , ezért a megoldás tovább egyszerűsödik: 
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Megjegyzés 

Ebben az egyszerű esetben az eredményeket a relatív mozgás  

 

relszállabsz vvv   

 

összefüggésével is megkaphatjuk. A P pont abszolút sebességét az álló koordinátarendszerben 

lévő M1 megfigyelő függőlegesnek látja, mivel a pont a függőleges hal mentén mozog. A 

hidraulikus munkahengerrel együtt forgó ξ-η koordinátarendszerben helyet foglaló M2 

megfigyelő a P pontot kv rel
  sebességgel látja mozogni a ξ tengely irányában. A P pont 

szállító sebessége forgó koordinátarendszer esetében  )kh(vszáll . A sebességeket 

ábrázoló vektorábrából 
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Illusztratív példa:Golyólebegtető 

(nemlineáris összetett rendszer állapottér modelljének munkaponti linearizálása) 

 

A golyólebegtető (mágnescsapágy) példáján mutatjuk be egy nemlineáris rendszer 

állapotegyenletének felírását és annak munkaponti linearizálását. Az m=1 kg tömegű mozgó 

vasmagot az álló vasmagtól h0=0,001 m  távolságra akarjuk lebegtetni az elektromágnes 

megfelelő gerjesztésével.  
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A tekercs induktivitása a mágneskör légrésének függvényében változik, amit méréssel 

határoztunk meg (az összefüggés analitikusan is levezethető a mágneses Ohm-törvény 

alapján):  
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a) A villamos kör egyenlete  

A huroktörvény alapján: 
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A deriválásnál figyelembe kell venni, hogy a tekercs L(h) induktivitása nem állandó, hanem a 

változó méretű h(t) légrésen keresztül az idő függvénye. A deriválást a láncszabály szerint 

végezzük: 
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Az áram deriváltjára rendezve az egyenletet: 
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b) A mechanikus rész egyenlete 

A Free-body diagram alapján:
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Itt a mágnestér által a tömegre kifejtett Fm erő a mágneses tér energiájának (potenciáljának) h-

szerinti deriváltja (gradiense): 
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c) A szerkezet állapottér modellje 

Az állapottér modell általános, 

 ),( uxfx 

 

 

nemlineáris esetével állunk szemben. Az állapotváltozók legyenek a tömeg „h” elmozdulása, 

„ h ” sebessége és a tekercs „I”  árama, így az állapotvektor: 
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Az (1) és (2) egyenletet a deriváltakra rendezve az állapottér-modell általános alakját kapjuk: 
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Szokásos jelöléssel felírva az állapotegyenletet: 
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ami három elsőrendű nemlineáris egyenlettel is leírható:  
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Ez nyilvánvalóan egy nemlineáris állapotmodell, mivel az állapotváltozók hatványai és 

szorzatai is szerepelnek benne. Tegyük fel, hogy a tömeget az álló résztől állandó h0 

távolságban szeretnénk tartósan tartani. Ez a rendszer munkapontja, ahol a tömeg zavarás 

nélkül statikai egyensúlyban van. Amennyiben a rendszer a munkapont körül csak kis 

elmozdulásokat végez, akkor a rendszert a munkapontban linearizálhatjuk. 

 

d) Az állapottér-modell munkaponti linearizálása 

 

A munkapontban a rendszer nyugalomban (és ebből következően egyensúlyban) van, vagyis 

nyugalom esetén az állapotegyenletekben az összes idő szerinti derivált zérus. Amennyiben a 

munkaponti h0 távolságot előírjuk, akkor a hozzá tartozó állapotváltozók és gerjesztő jelek az 

alábbiak szerint határozhatók meg. 

A (2) egyenletben a gyorsulás zérus, ahonnan a munkaponti áram adódik: 
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Az (1) egyenletben az áram változása és a sebesség is zérus, ahonnan a munkaponti feszültség 

számítható: 
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A munkaponti állapotvektor tehát 
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a munkaponti gerjesztés pedig  
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Az ),( uxfx   állapotegyenlet h0 munkapontbeli linearizálásakor a jobb oldalon álló 

),( uxf kétváltozós függvényt Taylor-sorának lineáris tagjaival közelítjük: 
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ahol 0),( 000  xuxf  , mivel a munkapontban az állapotvektor  idő szerinti deriváltja zérus, 

ezért az állapotegyenlet jobb oldala is zérus. (Az előző pontban éppen ebből a feltételből 

határoztuk meg a munkaponti áramot, gerjesztést, stb.) Vezessük be a munkaponttól való 

eltérésekre a 0xxx  és 0uuu   jelöléseket. Vegyük figyelembe továbbá, hogy 

xxxx   )( 0 , mivel az állandó 0x
 
állapotvektor idő szerinti deriváltja zérus. 

 

 

A munkapontban számított deriváltak (a rendszermátrix és a bemeneti vektor) jelölésére 

vezessük be az 

 

0

0

),(

uu
xx

T
x

uxf
A





      (4) 

0

0

),(

xx
uuu

uxf
b





      (5) 

 

jelöléseket. Ezekkel a helyettesítésekkel jutunk a lineáris állapottér-modellhez, amit jelen 

esetben a nemlineáris rendszer munkaponti linearizálásával kaptunk: 
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Vegyük észre a változók előtt álló delta jelet. Tehát ez a linearizált összefüggés csak a 

munkapont körüli kis x állapotváltozásokat írja le a munkapont körüli kis u 

gerjesztés-változások hatására. Sok esetben megtévesztő lehet, hogy a delta jelet elhagyják, 

de ekkor is hallgatólagosan a munkapont körüli kis változásokról van szó. 

 

Az A  rendszermátrix számítása a (4) összefüggés szerint történik, ahol a mátrix i-edik 

sorának és j-edik oszlopának elemét az 
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 szabály szerint számítjuk. (megjegyezzük, hogy ezt a mátrixot Jacobi-mátrixként is szokás 

említeni). Tehát 
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A bemeneti vektort az (5) összefüggés szerint számítjuk: 
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Ezzel a golyólebegtető h0 munkapontban linearizált állapotegyenlete a következő: 
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Konkrét adatokkal 
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e) A rendszer átviteli függvénye 

 

A szabályozó megtervezéséhez ismerni kell a szakasz átviteli függvényét, hogy a rendszer 

pólusairól és zérusairól képet kapjunk. A munkapont körüli kis változásokra vonatkozó  

átviteli függvényt a linearizált állapottér modellből is kiszámíthatunk:  
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mátrix inverzének kiszámításához szükség van a mátrix determinánsának és adjungáltjának 

kiszámítására. 

A determináns 
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Az adjungált mátrix 
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Az átviteli függvény 

 



 

1231804,49720

258

1231804,49720

10

0

0

61592581589022

8,25201231806159

8,2520615920

001

)(
)(

)(
)(

2323

2

2

2

1




















































 

ssssss

ss

ssss

sss

bAIsc
sU

sH
sG

T

 

 

f) Szabályozó tervezése 

Vizsgáljuk meg, hogy arányos szabályozóval lehet-e stabil működést elérni?    
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K erősítés esetén a zárt rendszer átviteli függvénye 
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Erre alkalmazhatjuk a Hurwitz-kritériumot. A karakterisztikus egyenlet együtthatóinak azonos 

előjelűnek kell lenni, tehát 
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A karakterisztikus egyenlet együtthatóiból képzett determináns 
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Az aldetermináns 
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Vagyis a stabil működés feltétele 
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Itt K mértékegysége V/m.  A negatív előjel érthető, ha meggondoljuk, hogy nagy légrés 

esetén nagy pozitív feszültséggel kell gerjeszteni a tekercset. A különbségképző 

előjelfordítását negatív erősítési tényezővel lehet pozitívvá tenni, vagyis mintha pozitív 

visszacsatolást alkalmaznánk, ezzel a stabilitás biztosítható. A szabályozás minőségi 

viselkedését pedig bonyolultabb szabályozó alkalmazásával lehet befolyásolni. 

(Szabályozáselmélet tárgyban tanultak!) 
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E: ciklusonkénti energiaveszteség

Mechanikus     csillapítók  (harmonikus   rezgõmozgás

      körfrekvenciával    és    x    amplitúdóval)

N
v

: rezgés körfrekvenciája

x: rezgés amplitúdója

v

ksc)s(Z 
Komplex impedancia:

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

L

D

d

NR64/Gdc 44

a

D

Prizmatikus      rúd

E: Young-modulusz

Körkeresztmetszetû        csavarrugó

Téglalap   kereszmetszetû    csavarrugó

G: Csúsztató rugalmassági modulusz

N: menetek száma

F

A

L/EAc 

F

F

ND

Ga27,1
c

3

4
b

1a/b 

Gumi    nyomásra

F

h

A

AE/h

AE/F1
c




A: lemez felülete

F

x

h

A

Gumi   kettõs    nyírása

h/AG2c 

Mechanikus    rugók    rugómerevségei

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

L

T

d L32/GdC 4

T

L

a

b
L/aGbcC 3

3

T

D

d

DN64/EdC 4

a

a

T

DN12/EaC 4 D

b h

T

L12/EbhC 3

Körkeresztmetszetû      rúd

G: csúsztató rugalmassági modulusz

Téglalap   keresztmetszetû    rúd

c
3
: Saint Venant-féle együttható

Körkeresztmetszetû       csavarrugó

Négyzet   kereszmetszetû     csavarrugó

E: Young-modulusz

N: menetek   száma

Spirál    rugó

L: a spirál teljes hossza

Torziós   rugók   rugómerevségei

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Forgó   tárcsa

h16/dK 4

h v Haladó    síkfelület

h

A
k




A

A: nedvesített felület

: viszkozitás

L

d v
Haladó   henger

h h

A
k




LdA 

h



L

d

h



Forgó   henger

h4/LdK 3

folyadék

R

h

L

r
Lengéscsillapító    ("dashpot")

]h
2/hr

rR
][r)

2

h
R[(

h

L6
k

22
22

3










Rv

Folyadék   csillapítás   viszkózus   nyírással

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Légrugó (dugattyús)

Úszó   henger

Légrugó (párna)

: fajhõk aránya

V

pA
c

2



4/g)(dc hv

2 

F

dx

dA
p

V

pA
c 0

2





x

Térfogat   V

Nyomás   p
Dugattyú felület, A

Diafragma

d

h


v
: víz sûrûsége


h
: henger sûrûsége

Folyadék rugók     rugómerevsége

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Kéttámaszú     tartó

Két   végén   befogott   tartó

Konzol   csuklós  véggel

Laprugó köteg

 icc

F

L

Konzol

3L/IE3c 

I: másodrendû nyomaték

E: Young-modulusz

F

L

3L/IE48c 

F

L

3L/IE192c 

F

L

3L/IE110c 

F

Tartók     rugómerevsége

 
 

 


